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BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (XXIII) 

Sozi Matumura 

(Accepted for publication, February 2, 1938.) 


Im folgenden mCgen wir einige Satze iiber Kreise und Kugeln 
mitteilen. 


( 1 


( A ) Im folgenden teilen wir iiber die Kreisgeometrie in der Ebene 
mit. 

Geben wir einen Kreis c als die Funktion eines Parameters t, so 
wird dadurch in der Ebene eine Kreisschar bestimmt. 

Es seien b, b die beiden Schnittpunkte von c mit dem Nachbar- 
kreis, die beiden Enveloppenpunkte. 

Nun mdgen wir nur b betrachten. 

3 sei in den Polarkoordinaten (<p= Arcus, /t=Radiusvektor) durch 
eine Gleichung 

h — h («) 


gegeben. 

Bezeichnen wir die laufenden Polarkoordinaten auf der zum Kur- 
venpunkt {<?, h) gehdrigen Radiusnormalen mit « und r, wenn man 
annimmt, dasz die Radiusnormalen b umhullen, da besteht 05 


( 1 ) tan (a 


V ) = jL(*L = J*SfL 

r(a) h\<p) 


[Mem. of the Fa c. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXI, 
No. 1 (a) February, 1938 J 

(1) DOETSCH, G.: Konvexe Kurven und Fuszpunktkurven, Math. Z. 41, S. 717. 
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Sind r, die Kreise, die r in to berQhren, so foigt 
(2) JJ = C085?'-f + sinji* 


wo <!> der Winkel zwischen y und ? ist. 
Aus (1) entsteht 

(cos (a - <f) — r: VP + p~ 

(3) 


Oder 


•sin (« - <p) = /: VP + r* . 
Somit ist die Gleichung von r t ; 

(4) {r? + rT):Vi r +r*, 

(5) rj=± {ht + HT): V'#T&, 


Oder 

(5') nj=*± {M + h'S }. 

In diesem Falle gehen alle Tangenten zu r t den einen festen Punkt 
hindurch. 

Es zeigt sich, dasz, wenn 


(6) r = fl-exp.(wa), 

(4) mlt 

(7) Win * $ = ± <c + «?'! 
gegeben wild, wo a und m die Konstanten sind. 

Wenn (2) einen festen Punkt rj„ immer hindurchgeht, so foigt 

( 8 ) 7 - ± {(?'%) f : VifjJ+WiJ. 

(B) 1st ? ein Kreis und 7 ein nicht auf ihm gelegener Kreis, 
so ist 


(1 ) (^“ 2 ^ cos ^ ,f+sin ^'n,f)f-{cosiJ-e+sini«-f / } 

( = cos^*?— sin^*?' 

der zu 7 in bezug auf den Kreis ? inverse Kreis. 

Weiter besteht 
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(2) 



= cos ? cos <!> — sin 
= cos (y> + </>) , 


<f sin 




( 3 ) t) = cos <p • £ + sin <p • c' , 

so kann man sagen, dasz der Winkel zwischen zwei Kreisen y und 
i) zu <p + <]> gleich ist. 

(C) Wir betrachten 

( 1 ) yj — cos • £ + sin </> • £' 

und 

( 2 ) r] = cos <}> • c 4- sin <f> • f' . 

Aus (1), ( 2 ) folgt 

(3) ( w)= 1 sin 2 {(€'?') + (10). 

Sind ^ und r t zueinander senkrecht, so entsteht 

( 4 ) i? - 0 

oder 

(5) (£?')=-(££'). 

Somit erhalten wir den 

Satz : Wenw und rj zueinander senkrecht sind, so folgt 
<!> = 0 

Oder 

cos* f = cos* ^ 

wo <p der Winkel zwischen zwei Kreisen £ «nd ^ der zwischen f 
uwd £' *sf. 

Aus 

( 6 ) jy = cos ^ £ + sin ^ • £' , 

( 7 ) 7 = cos f • £ + sin <p • £ ' 


folgt 
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( 8 ) f = {yj sin <p — y sin <p) : sin {<? — <!>), 

( 9 ) c'= {rj cos <p - rj cos <l >) : sin (0 — f) . 

(D) Aus 

( 1 ) i; = cos « • c + sin ac' 

folgt 

! )?'= — sin « f+2cosa-c / +sin«:f // 

= — ! sin a • c+2 cos « • c'+sin « {— £ +cb+cb} 

— — 2 sin «• c + 2 cos « • c'+csin a • b+csin «b . 

Nach Thomsens Arbeit cl) ergibt sich 
( 3 ) y'= — sin a • £ + cos « • £'+ c sin « b , 

so folgt aus (2) 

( 4 ) — sin « • c + cos « f ' + c sin « • b = 0 . 

1 st j ein Kreis in R s , so folgt aus ( 1 ) 

( 5 ) (59) = cos ^-(65) + sin 0 •(£'$) 

d. h. cos 0 = cos </> ■ cos « + sin 0 • sin « 

Oder 

(6) COS0 = COs(0 — a), 

wo 0 der Winkel zwischen 5 und 5, « der zwischen c und 5 ist. 

Aus ( 6 ) kann man wissen, dasz wir 

( 7 ) « + 0 = 0 

setzen kdnnen. 

Ist 

( 8 ) 0 -«/ 2 , 

so folgt 

( 9 ) 0 = «, 

(1) THOMSEN, G.: Ober konforme Geometrie II, Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamb. Univ. IV Bd., S. 132. 
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so kann man sagen, dasz, wenn 5 und y zueinander senkrecht sind, 
so die Winkel </> und « einander gleich sind. 

Aus (1) und (1) in (B) ergibt sich 

— cosV — sinV 

= cos 2 <!> , 

so ist der Winkel zwischen r t und l) 2 4' gleich. 

(E) Wir betrachten zwei Kreise y und rj in R s , wo 

( 1 ) yj = cos </’•£ + sin </> • £' 

und 

(2) rj = — sin <!’ • ? + cos : £' , 
so entsteht 

( 3 ) 0?c) = cos <!> , (r^') = cos <P, iw) = 0 . 

Somit kann man sagen, dasz 4’ der Winkel zwischen ) 7 und c oder 
der Winkel zwischen iy und c' ist, und dasz rj und r t zueinander senk- 
recht sind. 

Es besteht (yjf]) = 0 , so sind r t und zueinander senkrecht, wo 
( 4 ) 7 = sin </’•£ — cos </’ • c' . 

Weiter 

(5) (VV)=~ 1, 

so beruhren y und y einander. 

Aus (4) kann man wissen, basz 

(6) (Py) =-cos</>, 

so ist der Winkel zwischen c' und rj <p + it gleich. 

S >n 

1 7 ) j = sin <p • i + cos <p • f ' ' 

bezeichnet einen Kieis in R,. 

* Aus (7) folgt 

( 8 ) (S? ) = sin <p = cos (*/2 - <p) , 
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so kann man den Winkel zwischen j und £ mit */2 -<p bezeichnen. 
(F) Wir betrachten 
(1) ij = co&<f >- £ + sin^* 

Beruhrt ein Kreis £ 7 , so folgt 
( 2 ) 1 = cos ^ • (£j) + sin ^ (£'s) . 

Aus (1) und (2) ergibt sich 
( 3 ) fj = {£ + tan <p • £'} : {(cs) + tan <P • (?'£)> 

d. h. 

cos ^=i/{l+(£V- 2(^7) ff'E)} : 

1 /{2+(f S )* + (f's7-2 (f's) (c'j?)— 2 (f S ) (6?)} . 

( 4 ) ' 

sin^= 1 /{l+(f5)*-2(fE))^)} : 1 /{2+(e S )*+(n; 

( -2 (e' S )(e*)-2 (**)(?*)>. 

Setzen wir (4) in (1) ein, so gilt 

?HV( l+(6 / 77-2(rs)(r?)> : •/{2+(fj/+(f' S / 

-2 (n)(^)-2 to) (£?)>]•? 

+[/U+to) , -2 to) to)> : /{2+toZ+tos)* 
-2(n)(^)-2(f 7 )(c 5 )].f / . 

(5) ist unsere Gleichung fOr 13. 

Aus 

( 6 ) 7 = cos <P • ? + sin <f> • f ' 

kann man erhalten : 

( 7 ) 2 cos <p'f) = 2 cos* ^ • £ + ,2 sin ^ • cos •}> • c ' , 

d. h. 

( 8 ) 2 cos ^ • 1/ = (1 + cos 2 $5) • 6 + sin <!> • £' 

Oder 

(9) 2cos ^- ij — cos2^- £ + sin2^*f / + £. 



Bezeichnen wir 
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(10) cos^- f + sin^- ?' 

mit j <)(*!>), so folgt aus (9) 

(11) 2co&/>-q(</) = q (2v'0 + c . 

Aus (11) folgt 

(12) (c9(fl) = (?5(20) + l, 

(13) COS « = COS/3 + 1 , 

so kann man sagen, dasz zwischen q (</>) und q( 2/<) (13) besteht, wo 
a der Winkel zwischen ; und q (<!>\ ,9 der zwischen c und q (24>) ist. 
Aus 

(14) q — cos^- c + sinf • ?' 

und 

(15) i, = (c - ?'} : V T , 

folgt 

i (^) — l/i /2 cos - 1 / 1/2 sin/- 

= COS (It/ A + /<) , 

so kann man wissen, dasz der Winkel zwischen zwei Kreisen q und 
\) it/4+i/> gleich ist. 

Aus 

(17) q = cos</>- c + sin/'- e' 

und 

(18) C = (c + O : 1 / 2 “ 

ist zu erhalten : 

((?C) = ( cos t + sin #) : V 2 

(19) < 

( = cos (ff/4 - s&) . 

Aus (19) kann man wissen, dasz der Winkel zwischen q und C 
it I A — gleich ist. 

Aus 
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(20) 7 = cos^- £ + sin^- c' 

folgt 

(21 ) 2 sin <p • Tj (4>) = (sin 24> • c — cos 2<f> • f '} + £', 
also besteht aus (E) 


(22) 

2 sin 4 > • =f ($) = T t (2 + £' 

(G) Ist 


(1) 

9 = cos f • £ + sin <p • £' 

zu 


(2) 

if — cos 4 ’ • £ + sin 4 ’ • £' 


in buzug auf den Kreis c inverse Kreis, so muss 

( 3 ) >? = 2 ( 55 c) c - r] 

sein. 

Aus (3) ist zu bekommen: 

( 4 ) cosf • c + sinf • c'=2((cos/'* £+sin^> £'},£) £ 

— (cos • £ +sin </>•£'}, 


d. h. 

cos <p • £ + sin <p • £'= cos 4 > • £ 

Oder 

O 

II 

My 

d. h. 

£ = const. 

(H) 


(1) 

17 = cos 4 ) - £ + sin ^ • £' ' 

und 


(2) 

£ — cos v'* — sin 7' 

bestehen. 



Aus (1) und (2) ergibt sich 

( 3 ) £ = cos <f> (cos jf'c + sin 4’?) — sin ^ { — sin v 6 £ + cos 4’Z' 

+ cos + sin 4>Z ") , 
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Oder 

( 4 ) cos </' • £' + sin /- • c" = 0 
Somit besteht (4). 

( I ) Wir betrachten 

( 1 ) rj = cos • c + sin <f> • 
und 

( 2 ) j = cos <!> • s + sin <f> ■ s' . ,, 

Wenn zwei Kreise y und 5 in R 2 zueinander senkrecht sind, so. 

folgt 

( 3 ) ( 553 ) = 0 = cos' </> ■ ($%) + sin 4’ cos 4’ {(xs') 

+(c S / ))+sinV-(cV). 

Aus (3) kann man /'g/- finden : 

( 4 ) tan/- = C- <(st') + m) ± i/{[(xO + (OT 

-4(cY)(cs)}]:2( S 'cO. 

Wenn (3) fur alle /- besteht, so entsteht 
( 5 ) (c S ) = 0 , (Xs') + m = 0 , (cY) = 0 , 
so folgt aus (5) 

( 6 ) (in + (?n = 0 . 

( J ) Wir betrachten 

( 1 ) 3 = cos <p • $ + sin ? • c' 

so folgt 

( 2 ) = — sin <p • ? + cos <p • £' , 

wo 3 als die Funktion von f anzusehen ist. 

Aus (1), (2) ergibt sich 

(cos <p • 3 - sin <p • Vfy = fi 
(sin f • 3 + cos <f • fy/ty = 


( 3 ) 
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Somit kann man wissen, dasz, wenn 3 mit £ darstellbar ist, so £ 
mit 3 auch dargestellt werden kann. 

(K) Wir betrachten 

( 1 ) 5f(<r 1 ) = C 0 S^'?(<r 1 ) + sin^-c'K), 

und 

( 2 ) q (a t ) = COS <f> ■ £ (<r,) + sin <i> • £' (<r,) . 

Aus (1), (2) folgt 

( 3 ) {q (*,) • q (<*,} -=COS 2 <p • {£ (<r,) £ 

+ sin <P • cos <P (£'K) £ (<Tj)} + sin ^ cos <f> {£ (<*,) £' (<r,)} 
+sin‘V (c'K)- ?'(<r,)> , 

d. h. (4) cos«=c03 J ^-cos/9+sin^cos^cos7 , +sini&cos^cos^ 

+sin 2 ^-cos e , 

wo a der Winkel zwischen q (<r,) und q /3 der zwischen 6 (<r,) und 
£ (ff s ), j- der zwischen £'(<r,) und £ O a ), o der zwischen £(<r,) und 
£' (< 0 , e der zwischen £' (<*,) und £' (<r,), femer d<f der zwischen £ und 
£-?-«£ ist. 


( 2 ) 

(A) Sind £ («, v) die Kugeln in R, , so bezeichnen q (u, v) in 

( 1 ) q (u, v) = cos <f> • £ («, v) + sin </> • £' (#, t>) 

die Kugeln, die mit £ den Winkel ^ bilden, wo w, t> die Parameter sind. 
Allgemein umhiillen die Tangentenebenen zu (q (u, v ) eine Kegel K. 

Ist der Basisradius r und die Htthe h in K, so entsteht aus (1) 

( 2 ) q = ± {r£ + A£'} : -/h* + r . 

(B) Wir betrachten den KugelbOschel 
(1) f , 5“ C«, ^ I, II] 

wofOr 


(2) 7" = cos $>•£* + sin $*• {£*)'. 
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und 

(3) = cost- j' + sin^- {j 1 '}' 

bestehen. 

Aus (2) und (3) ergibt sich 

( 4 ) pf + (ft* =cos</>- {pc*+qtf}+sm</> {pt'+qtf)' , 

wo p, q die skalaren GrOssen sind. 

(4) zeigt, dasz (2) fur die Kugelbiischel von den Kugelbiischeln 
besteht. 

(C) afl in 

c — cos a/ 1 • ft)C + sin (,>« • 
bezeichnet die Kugel in R N . 

Der Winkel zwischen (i) c und co y ist ( < « gleich, wo (i) £ die Kugel 
in R* ist. 

N-l 

5 = S (const, cos (1) « • (1) c + const, sin , 0 a • lh F) 
bezeichnet die Kugeln, die den Schnittpunkt von (N— 1) Kugeln 
> (* = 1, 2,..., N-l) 

hindurchgehen. 


( 3 ) 


(A) s in 

(1) 8 = E+ e S / 

bezeichnet den Kreis in R, . « hier ist in Blaschkes Buch (I) klar 
gemacht und s der Kreis in Rj . 

Aus (1) folgt 

( 2 ) (as') = « , 

d. h. ( 3 ) sin , 


(1) BlASCHKB, W.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. 1, (1930), S. 262. 
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wo 0 der Winkel zwischen 5 und j ist. 
t) in 

( 4 ) y = s - n! 
bezeichnet den Kreis in R* . 

Aus (1), (4) entsteht 

(5) (as) = 1 , 

so beruhren 3 und y einander. 
i) in 

( 6 ) fj — {5 + ejc' + if ) : V2i 

bezeichnet den Kreis in R s , wo i ]— V— 1 . 

Aus (1), (6) folgt 

(7) (89) = (1 +*):✓«, 

(8) cos tp — (1 + t) : V2i , 
wo <p der Winkel zwischen j und 9 ist. 

Aus (4), (6) ist zu erhalten: 

( 9 ) 0 fl) = (1 + i) • V2 i , 

Oder 

( 10) cos </' — (1 4- i) : V2 i , 
wo 0 der Winkel zwischen und rj ist. 

Aus (8) und (10) ergibt sich 

( 11 ) cos f = cos <!> • 

(B) Wenn 5 und 9 zwei Kreise in R, darstellen, so bezeichnen 

( 1 ) J = «S + fa , («, P Parameter) 
die Kreisbiischel in R 2 . 

Wenn (1) die Punkte bezeichnen, so folgt 

( 2 ) « i (n) + 2«P(®) + F(W) = 0. 

Die Invariante K des Komplexes wird zu 
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( 3 ) k = = . a . _(es)l_ = 

(ss)Ow) F to/ 

in dem Falle (2). 

Wenn die elliptischen Komplexe j, die zu dem absoluten Komplex 
t) involutorisch sind, mit 

( 4 ) to) = 0 
identisch sind, so folgt aus 
(5) 1 /K = 0 • 

(C) Es seien die drei Kugeln 

( 1 ) coS > u)\) , 1 5 

in Rj gegeben, so bezeichnet 

( 2 ) up = « * i f, + u'Aip + , (i = 1, 2) 

die Kugelbiischel, die durch die zwei Schnittpunkte gehen, wo 0) X , 
uA , die skalaren Grbszen sind. 

Wir betrachten 

( 3 ) cos ( i)b l2 )b} , 
so besteht 

( 4 ) cos {npctp} — cd^cs)^ + (lAirA + (n v ( 2 ) y , 

wo 

(cot. aP » coE A. C2?5 * (<oSc»S) — 1 > 

( 5 ) ^< 1 ) 1 } _L cs>5 » (o'-' -L coS » (co'Jcob) — 1 » 

' co5 . ! - («S i co5 -i - aA) > (coScoi) = 1 

sind. 

(D) Im allgemeinen betrachten wir 

( 1 ) yj = cos (,)A • (1) j + cos • cot. + ••• + cos • wt . , 

/ 

so folgt 

(2) (coS?) — c °s «>* . 
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d. h. 

( 3 ) <o0 = (i)^ , 

wo <.,$ die Kugeln in R, sind, der Winkel zwischen zwei Kugeln ij 
und (oS in R, , femer 

coS J_cnS» (*" = 4 S /) 

und endlich C q 1 die skalaren GrOszen. 


( 4 ) 

(A) Betrachten wir jetzt die Transformation : 

( 1 ) X* (t, r) = const, s (t, r) , 

wo x* und x die Kreisflachen sind. 

Im folgenden wollen wir die den neuen Koordinaten entsprechen- 
• den Grdssen mit Sternen bezeichnen. 

Bei der Transformation (1) haben wir 

/ 2 ) (W = (W! = (W* 

} ( 0 , 0 ,) ( 0 , 0 ,) (W * 

wo (9,0,)*, (0,0-,)* , (0,6,)* ; (9,0,) , (9,9,) , (9,9,) unsere Fundamental- 
grOssen von x :; bzw. x sind. 

Die Minimallinien 

( 3 ) (0,0,) dt ' + 2 (9,9,) dtdr + (0,0,) dr 2 = 0 

auf x transformieren sich in die Minimallinien 

( 4 ) (9,9,)* d f + 2 (0,9,)* dtdr + (0,0,)* dr 3 = 0 

auf x.* 

(B) in den beiden Punkten x und x auf den Kreisflachen gibt es 
je eine Involution von orthogonalen Linienelementen. v 

Das gemeinsame Paar in diesen beiden Involutionen kann man im 
Punkte x sowie im Punkte x begreifen und sie sind durch 
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dt : 

—dtdr 

df : 

(0,0,) 

( 0,0,) 

(0,0,) 

(MO 

(0,0,) 

(Ofi.) 


gegeben. 

Die entsprechenden Integralkurven wollen wir die Hauptortho- 
gonalkurven nennen. 


(C) Die Gleichung der Minimallinien auf einer Kreisflache (k) 

( 1 ) (0,0') df + 2 (0,0,) dtdr + (0,0,) dr- = 0, (0,0,) = 0 . 

( 1 ) hat im Punkte (t, r) zwei Tangenten und /, , die dort mit 
den beiden Tangenten k, und k, der Parameterlinien (r) und (t) zwei 
Doppelverhaltnisse (jj 3 k,k,) und (jj,k,k,) bilden, und diese beiden Dop- 
pelverhaltnisse sind die Wurzeln A der Gleichung (,) 

( 2 ) (0,0,) A ; - 2 {2 (0,0,. f - (0,0,)) b + (0,0,) = 0 . 


Aus (2) folgt 

r 3 \ A _ 2 (0,0,T - (0,0,) 

( 3 3 ( 0 , 0 ,) 


± 


^^L r (o,e,f-(o,o,) . 


Wenn 


( 4 ) ( 0 , 0 ,) = ( 0 , 0 ,) , 

so folgt 

(5) A = (0,0,f:(0,0,). 


wenn 

( 6 ) ( 0 , 0 ,) = 0 , 

so folgt 

(7) A 1. 

Wenn 

( 8 ) - (o,o,) = (o,e,y 


(1) Scheffers, G.: Theorie der Flachen, S. 51. 
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in ( 5 ), so folgt 

( 9 ) A-l. 

Aus ( 9 ) kann man wissen, dasz k% und k, das Tangentenpaar /, 
und it voneinander harmonisch trennen. 

Wir setzen 

do) m) = i . • 

Wenn (10) in ( 3 ) besteht, so folgt 

(11) A = 2B-- 1 ± 2B/B^I. 

Besteht 

(<W = (W, 

so sind die Tangentenflachen von den Kurven ( 1 ) die nichtzyklind- 
rischen Kegel von den Minimalgeraden und auch die Minimalebenen. cn 
Wenn in (2) 

(12) (e,e t ) = o , 
so ist der Wert von | A | 


gleich. 


( 5 ) 


(A) Es seien 5 und t) zwei Kugeln in R„ , so folgt 

( 1 ) dg • d\j - Haj tWdu* = 0 , 

wenn dg und d\) zueinander senkrecht sind. 

Wienn die Parameterkurven zueinander konjugiert sind, dann gilt 

H« = 0. 

Wie zwei Richtungen du' •• du und 3u' : 8ur sind zueinander kon- 
jugiert : 


Mi SCHEVFSRS, G., a. a. O. S., 31 . 
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(H udu'du* = 0 , 

( 2 ) _ 

[HhtdU h Su k = 0 

sind durch 

(du'f —du'dtf (du-y 

( 3 ) H* H u = 0 

H« H 15 H u 

gegeben. 

In dem Falle folgt aus (1) 

( 4 ) + i/>v , iJu + l ) v dv) 

= L dui>u + M duov + M' dvi>u + N dv<>v = 0 . 

wo 

( L » 

M = , 

(5) j- 

j M'= (&#,) , 

sind. 

Wenn so folgt aus (4) 

( 6 ) L duSu + M (dudv + dvSu) + N dv'w — 0 . 

In dem Falle (6) ist (7) M = 0 die Bedingung dafiir, dasz (1) 
fur die Parameterlinien besteht. 

(B) Wir betrachten zwei Kugeln ;c , t; in R„ , wo 

(I > (-£'>) =amt - 

bestebt. 

Aus [X) io\gt 

li = u 

9 3«* a#,, 


( 2 ) 
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wo bat die neuen Fundamentalgrdszen und , u ? die Parameter sind. 
Nun betrachten wir 


wo 


sind. 


(3) 


(4) 


1 batd UadUt 

R gafdUadUt 


Zt 3r 

A gtfl 

<>Ua °1*t 


Aus (3) folgt 0) 
1 


(5) 


- batf* -1 -+ --- = 0 , 


R s ' R g 

(6) H = I^--i K -A(4. + r 4-)_ 

(7) K= w = y = i*‘'*” 4 - A *’ 


i^bargts du T du s = 0, 

^fiir die Richtungen von ~ 

|(« r £-*•£) 


( 8 ) 


(9) 


1 _ 1 _ 
'R ’ "R 


wo - . ~ der Maximum-oder Minimumwert von sind. 


1 

R 


Weiter setzen wir 

(10) 


so folgt (,) aus (2), (4), (10) 


(1) DUSCHEK- MAYER: Lehrbuch der Different ialgeo., 1, (1933) S. 127. 

(2) Vengl. NAKAZIMA, S.: Differentialgeo. dfr Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku 
Math, Journ., Vol. 34, p. 191, (4), 



BeitrAge zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXIII) 19 


( 11 ) 


wo 


( 3^ _ 

3«; ~ * 


_ 3s 

3m» 3m < 


= 6 


> 


_ 3 i_ . Sl L = c 

\ 3 m« 3«, 


C., t = gu- K b'l = g^ = is £«,„ , 

c = big 

bestehen. 

Wenn «s und d\) zueinander senkrecht sind, so folgt 
(13) 'Js = — ''«» </«,» = 0 . 


( 12 ) 


(C) Wir haben (l) 


11) 

tan 0 = A 

1 (0x00 

d r 

/ (0,0,)' 


(2) 

tan 0'= . 

/ (W 

br 


/ (0,0,) 

(it 


Aus (1), (2) entsteht 
(3) tan 0- tan 9'= 

Nun setzen wir 


(Wd/3r 
(0,0,) dfdt ' 


M v (BJJdtSr _ dlUU 
1 ' ' (0,0,) dt St d232 ’ 

so folgt 


(5) 


tan 0 • tan 0' 


d\5 SU 

W ’ 


wo 


f l) MATUMURA, S.: Beitnige zur Ceo. der Kreise und Kuseln (XVIII), Mem. of 
the Fac. of Sci. aud Agri., Tailioku Imp. Univ., Vol. XVIII. p. 197. 
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((Mt) dt dr =d\j- 5U 

( 6 ) 

1(0,0,) dtdt = dl- 32 

sind. 

Aus (5) kann man erweitern wie tiblich. 
Dabei sind U und - die neuen Parameter. 



UBER FLACHEN UND KURVEN (XIX) 

Sozi Matumura 


(Accepted for publication, February 2. 19:58,1 


Im folgenden mdgen wir einige Bemerkungen fiber die Flachen 
und Kurven mitteilen. 


( 1 ) 

M sei ein veranderlicher Punkt auf einer ebenen Kurve und <p 
Deviation. Wenn nun ein Kegelschnitt der die Kurve in der dritten 
Ordnung beriihrt, auf der Normalen einen Abschnitt A bestimmt, so 
dasz fur alle Kurvenpunkte die Beziehung 

2 _ = a _ 1 

^ I i? 7i 5 tan <f ds ?, ] tan f ds 

mit konstantem a besteht, dann fallt die Beriihrungssehne von /'mit 
den beiden Zweigen iiber Enveloppe mit der Normalen zusammen. (,) 


( 2 ) 

Nach Hirakawa lauten Bouquets Formeln in R.-Geometrie <2) 



[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXI, 
No. 1 (b), February, 1938.] 

(1) GOORMAGHTIGH, R. : Sur les coniques qui ont un contact du troisifcme ordre 
avec une courbe plane, Mathesis 45, 302-305. 

[ 2 ) HIRAKAWA, J. : The Euclidean Relative Differential Geometry, 1, Proceedings of 
the Physico- Mathematical Society of Japan, Vol. 17 (1935), p. 522. 
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Aus (1) ergibt sich 
( 3 ) S = qx + -h- x' + ... . 

Setzen wir (3) in (2), so folgt 

(4) y- e x'+ l jji ( 1 ){ eq' x"+ — ~ x 4 +..-. 
2 q /> o i> 6 l dS\q' p 0 /> / 1 I2qp:p 

(4) ist die kanonische Darstellung in R.-Geometrie. 


( 3 ) 


Ist d der R.-Abstand, (0 so folgt 


(1) 

d - 1 (h ~ hT 

(2) 

d = (Xi “ h) 

« = ± 1. 

ql 2 ~ Q\Q .2 sind. 

Aus (1) ergibt sich 

(3) 

qxih-h) _ d 

d q 2 (h ~ 


( 4 ) 


Ist d = const, in (3), so folgt 

( 1 ) 

daraus ergibt sich 


v. _ r - + C0nst 

5' h — -fc - / 

y 9 iQt 


t o \ / _ 1 «;« .« / const. const. \ 

2 Wq (z) q'(x) ’ Vq (y) q(x ) ) , 


wo / den Fiacheninhalt bedeutet. (i) 


(1) HlRAKAWA, J. : The Euclidean Relative Differential Geometry, 1, Proceedings of 
the Physico- Mathematical Society of Japan, Vol. 17 (1935', p. 513. 

(2) OKADA, TAKAMI, KOZIMA: Affine Geo, Iwanamikoza, p. 4. 
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( 5 ) 

Wir betrachten eine Eiltnie E in R s , so kann man einen gleichseiti- 
gen Dreieck D im Sinne in der gewhdnlichen Geometric in E innen- 
inschreiben, wo D der gleichzeitig gleichseitige Dreieck im Sinne in 
der relativen Geometrie cl) ist. 


( 6 ) 

Wir betrachten ein Problem, alle analytischen Kurven in R s zu 
finden, deren Sehnen PQ dem Bogen PQ gleich sind ,' 1 d. h. es handelt 
sich also um die Bestimmung aller Kurven I (t), die der Beziehung 

(1) (*,-3 « s ) 2 = (SVX'W 

genugen. 

Aus (1) folgt°> 

2(I| - *U)(*1 — 3£ 3 ) = 2 {WWdl} {/*?■ V£k) 

d. h. 

(2) 3£ t = X* , 

so miissen P und Cl miteinander zusammenfallen, ( ' ,:> wenn unsere Kurven 
die reellen sind. 

Wenn 

(3) (3£, — X s f=\n n dt, 

so entsteht 

3E, - 3E S = l! ! - IP k : = (I! + II k ) (Hi - ilk), 
d.h. 2l = *lk, 

dies ist nicht anders als (2). 

(1) VerglTmeiner Arbeit in Sizio Sfigaku Danwakai. Osaka Imp. Univ. No. 13-) (1937!. 

(2) FELD, J. M. : Analytic curves for which the chord equals the arc, Amer. Math. 

Monthly 41, p. 513. n 

(3) GERICKE, H. : Einige kennzeichende Eigenschaften des Kreises, Marh. Zeit 40, 

S. 419. 

(4) MUTUMURA. S. : Ober Flachen und Kurven (XVII', Mem. of the Fac. o ci. 
and Agr. Taihoku Imp. Univ., Vol, XVIII, S. 133, 
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( 7 ) 

Doetsch beweist 05 die folgende Relation 

( 1 ) j!Sh±L = -h'S?)- 

r(a) h (<p) 

Wir kflnnen (1) leicht beweisen, denn 

(2) tan (« -f)= -Jj\- • 

h{<p) 

Aus der elementaren Differential-und Integral rechnung 1 2 ^ entsteht 

( 3 ) tan (« -<p) = • 

r(a) 

Aus (2) und (3) hat man (i) zur Folge. 


(1) DOETSCH, G.: Konvexe Kurven und Fuszpunktkurven, Math. Z. 41 (1936,. S 
718. 

(2) Vergl. etwa SAKAI: Lehrbuch der Differential-und Integralrechnung, S. 161, 



ON A PAIR OF SURFACES MUTUALLY 
RELATED, (VII) 

Sozi Matumura 

(Accepted for publication, April 23, 1938.) 

In this paper I shall investigate the surfaces j, which satisfy 
(A) A&,,, + = 0. 

( 1 ) 

When <r = 4 = 0, ^ = 0 in (A), then 

! <7*E + G + 2<tF = 0, 

<tE + F = 0, 

G + <tF = 0 . 

From (1) it follows 
(2) <r = 0, G = 0 , 

or 

(3) G = a*E , 

so in the equation of minimal curves on £ we get 0 ’ 

( 4 ) u — const., 
or 

(5) Edu' + 2 Fdudv - FoW = 0 . 

[Mem. of the Fee. of ScL and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXI, 
No. 2, May, 1938.] 

U) EISBNHART, L. P.: Differentialgeo. p. 81. 
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( 2 ) 


Suppose that we are given A-surface S, and referred to their 
lines of curvature. Denoting W the distance from the origin upon the 
tangent plane at a corresponding point, we have it that W is a par- 
ticular solution of the equation 0 

, . v 3y _ 9 log sin w 9 log cos w 

djiiv 3f 9 u %tl 9t> 

Denote T is the pedal surface of S, i. e., the locus of the end 
point of W, then we get the following theorems : - 

Theorem 1 : In order that Ti be a curve, it follows that 

r o \ _ 3 (i / ^logcosn; | _ 9logsinw; . Siogcosto 

( ; 3t> {V ~du ' I ' 9tf * ' 3„ : 


In like manner with the condition that T-i be a curve it follows 
that 

(3) — _ h / | — ^lo gcosw . Slog sinw 

9 «(./ 3y > 9« * dv ’ 

where 

T rr% rr% rp ^ ^ 

-2 9 1 -1 J A » A 1 f 1 2 , • • • 

are derived congruences by Darboux. 

Theorem 2 : The necessary and aufficient condition that «= const. 
on T are the contact curves o) the enveloping cylinder or enveloping 
cones of T is 

( 4 ) log sin w = U, 


or 


(5) 


3 l og sin w m 9 log cos w _ _ 3*log s in w 
9t> 9 u 9j idv * 


where U is the Junction of u alone. 


(lj Eisenhart, L. P.: Surfaces with the Same Spherical Representation of their 
Lines of Curnature as Pseudo-Spherical surfaces, American Journ. of Math. 
XXVII, p. 113. 
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Theorem 3 : When 1** and ^ to A an>, T 

ov 3m 

is a surface of translation. 

The condition that the point equation of T may have equal in- 
variants is 

C 6 ) 38 log sin w _ 3Mog c osw 

3 u<>v 3«3v 

Hence if the tangents to the curves v— const, are to form a con- 
gruence of Ribaucour we must have 

^ 7 ) 3 lo g c osw _ uv 

3m 

When the conjugate system on T is composed of the lines of 

curvature, — and are have the expressions 

°V 3 u 

{ q , 3 log sin vo __ 3 log-/ e 3 log cos w _ 3 log j/g 

1 j 3t> “ 3y 3 m” 3m 

The necessary and sufficient condition that the tangents to the 
lines of curvature v= const, an T form a congruence of Riboucour, 
when T is an isothermic surface, is 05 

(9 ) -r^-i«(- 8 k «^)-o. 

OuOV \ °u / 

The tangents to the curves v= const, on T form a congruence of 
Guichard, when 

QO) 3 log \- -- * cosm; l + 3 l °g c° s » _ 3 log./E ^ 0( 
3m K ! 3 m ) 3 m 3 m * 


when E, F, G are first fundamental quantities of T. 

In order that T, be a curve, the coordinates of T, must be func- 
tions of u alone. 

From this it follows that the condition for this is 


(lj MATUMURA, S.: On a pair of surfaces mutually related (V), Mem. of theFac. 
of Sci. and Agri. Taihoku Imp. Univ. Vol. XVIII, p. 120. 
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(11) 


3 fl / ^ log cos m> ) _ 3 log s in w / 3 log cos u> 
3p 1 / 3 m ) 3# 3m 


In like manner the condition that T_i be a curve is 


( 12 ) 




3 log sin to) _ 3 log cosw / 3 log sin m; 


%v 


L i = 


3m 


/ 


3t> 


( 3 ) 


Let 0 be any function of two variables m and v ; if z denotes any 
solution of the equation 

3*z _ J_ 3V/3 m3v _3z _ _3W3m3v = 0 

1 3«3t> 2 30/ 3 m " 3m 2 30/3tT ' ~3y 


the formulae 


(2) *+ty=0, x- 




give the cartesian coordinates *, y, z of a surface for which the para- 
metric lines are of length zero ; and the square 0 * of the linear ele- 
ment is 

• / o \ _ (3 z/3m-3 0/3i> - 30/V30/3 w )« 

(d) ** 30/3 m • 30/3y ‘ 


In this case, we have 


(4) 


r>_A T?_ 1 (3z/3M-30/3v-3z/3t>-30/3M)* r _ ft 

1 2 30/3m • 30/fc 

(3*0/3m* • 3g/3M — 30/3 m • 3V/3mV 
( 30/3m )* 

ry/t_ (3*0/3^ • 3z/3t> — 30/3i; • 3**/3t// 

(30/3*,)* 

^ 1 ( h. yt - W--WW__ 

4 \ 3m 3y 3t> 3 m/ (30/3m)* (30/3»)* ’ 


(1) Eisenhaet, L. P.: Surfaces of Constant Mean Curvature, American Journ. of 
Math. XXV (1903) p. 383. 



On a Pair of Surfaces Mutually Rylated, (VII) 


29 


where E, F, G are the first fundamental quantities and D, D', D" are 
the second fundamental quantities of our surface. 05 
From this we get 


(5) 


( 3z/3m • 30/ 3^ — % z / 3p • 30/3 m 
30/3w • 30/3p 


dudv = 0 


as the equation of minimal curves. 

( 6 ) /M\ (?]L _30. _ 3z «£\V«2 3*z \ s j,i 

\3m/\3m 3y 3v 3 m/\3i^3i> 3j> V/ 

+ (■?) (-?- ~r ~ -r ■?)’ ( r. I- - 1 4 -?.) = « 

\ 3y / \ 3 m 3t> ow °u/ \ 3m’ 3« 3m 3mV 

is the equation of the line of curvature. 

If the total curvature and the mean curvature be denoted by K 
and H, then we have 


(7) 


’ I jr | _ 4 ( 30/3m • 30/3y ) f / 3*0 3^ 

(3z/3m • 30/3« — 3z/3t> • 30/3 m) 4 i \ 3 m’ 3m 
_ 30 3* z \ / 3*0 3 Z _ 30 3 2 z \ 

3 m 3m*/ \V 3d Tp 3W 

— i / ejL 30 _ 3 Z 30 \ 2 (®W3m_ 3»)*_ ) j 

4 \3m 3y 3y 3 m / (30/3m) (30/3p) ) j , 

I tr | _ I o / 3z 30 _ 32_ 30 \-‘_ 3 S 0 

| \ 3m 3« 3t) 3 m / 3m3w . 


( 4 ) 


If x, y, z are three solutions of 


( 1 ) 


_ve_ + a_ 30 + 1 
3m3m ^ 3m ^ 



such that jf+y* is one solution of (1), then (x, y, z) express one sur- 
face whose orthogonal projection on the xy- plane expresses the or- 
thogonal system. 05 

(1) ElSENHART, L. P.: Differential geometry of curves and surfaces. 

(2) TurriRre, E.: fetude des riseaux conjugu^s orthogonaux en projection surun 
plan. Bulletin de la Sod£t& MatMmatique de France public par les secretaires, 
Paris, 40, p. 228-238. 
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In this case 


dy y + r— 1 dy 
dx ) s dx 


-1 = 0 


expresses a differential equation of plane systems. 


( 5 ) 


We can put 



( 2 ) 


(T 

7 


A,. 

4 * ’ 


because we have 05 

! _ 1 _ — E»F 4 - G„E _ kn 
X 2 (EG — F*) 4k ’ 

_ o _ — FG„ + GE„ _ _ ky 
T 2 (EG - E*) 4k ' 

From (1) and (2), we know that (A) becomes the equation 05 

( 4 ) 4&s„ + + k,& v = 0 . 

From (4) we can prove the following theorms. 

(1) If S:j=jc(m, v) is the first focal sheet of -a congruence, the 
second sheet S, is given by 

( 5 ) J, = S + 4k/ kn • . 

(2) The coordinates j of the mean point of the line have the 
expressions 

( 6 ) E = s + 2k/ k u • e« . 

(3) We can prove that the necessary and sufficient condition 
that the tangents to the curves v= const, on S form a congruence of 
Ribaucur is 


(1) RELLICH, F.: Die Bestimmur.g einer Flache durch ihre GAUSZsche Kriimmung, 
Math. Z. 43, S. 618. 
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( 7 ) - Ok : _ 8 ( k « '• 4&) , 3* (A, : 4*) _ n 

v ' 3« '3* ~d~„dv 

(4) The condition that the point equation of S may have an 
equal invariant is 

ftl \ d(k t :4k) _ d(k H :4k) 

[ } 3 u 3t> ’ 


(5) The function A and k, defined by 



are called the invariants of the differential equation (4). 

Hence we can state : 

A necessary and sufficient condition that the focal surface S, or 
S_ l be a curve is that the invariant k or h respectively of the point 
equation of S be zero. 

(6) When in the point equation of a surface, namely 

(10) + (k „ : 4k) x„ + (k, t ■ 4k) = 0 , 

k„ or k„ is zero, the coordinates of the surface can be found by quadra- 
tures. 

( 7 ) The tangents to each system of parametric curves on a sur- 
face form congruences of Ribaucour when the point equation is 

(11) + U,V! S(l + uiv, j„ = 0 , 

where U, and V, are functions of u and v respectively, and the ac- 
cents indicate differentiation. 

(8) The Laplace equation, satisfied by is 



where A = 1 («, t>) . 

(9) When we can find one solution of 
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n,v 8*0 h K w ( * (kj4k) , a (kj4k) V, Q 
Zudv 4k 3m 4£ 3» \ ®M 3t) / ’ 

then we can solve (A) by simple integration. 05 

(10) For the tangents to the curves of both families «=const, 
v= const, to be congruences of Ribaucour it is necessary that 

kX/& = UV, 

where U is a function of u alone and V of v alone. 05 

(11) If the tangents to the curves const. are to form a con- 
gruence of Ribaucour, we must have 

k : k u = U • V 

where U and V are arbitrary functions of u and v respectively. 05 


(1) NAKAZIMA, S. : t)ber zwel Flachen, die eine Beziehung haben, Tdhoku Math. 
Journ., Vol. 33 (1930), p. 160. 

(2) MATUMURA, S. : On a pair of surfaces mutually related, T&hoku Math. Journ. 
Vol. 39 (1934), p. 19. 

(3) MATUMURA, a. a. O., p. 21. 



BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (XXIV) 

Sozi Matumura 

(Accepted for publication, April 23, 1938.) 


Im folgenden behandeln wir die Kreis- und Kugelgeometrie. 

( 1 ) 

(A) Will man ein Ellipsoid sorgfaltig einwickeln, so schlagt das 
Material Falten. 

Will man ein einschaliges Hyperboloid gleichfalls so einwickeln, 
dasz das Material dicht anliegt, so droht der Stoff zu reiszen. 

Flachen positiver und negativer Kriimmung verhalten sich also 
verschieden. 

Dies ist eine Erfahrung, die jedem Schneider gelaufig ist. 

Er weisz, dasz er die Korperoberflache in zweckmaszig abge- 
grenzte Teile zerlegen musz, um einen gut sitzenden Anzug zustande 
zu bekommen. 

Dies zuerst von Tchebychef 05 mathematisch angegriffene Beklei- 
dungsproblem lauft bei Auszerachtlassen einer etwaigen Elastizitat der 
Faden darauf hinaus, in passend abgegrentzten Stiicken der Flache 
Koordinaten so einzufuhren, dasz die Parameter auf jeder Parameter- 
linie die Bedeutung Bogenlange besitzen und dasz die erste Funaa- 
mentalform die Gestalt 

( 1 ) «i + 2F («, , « s ) «,a 2 + «§ 

bekommt. 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXI, 
No. 3 June, 1938.] 

(1) TCHEBYCHEF, P. L. : Sur le coupure des vetements (1878). Vgl. Oeuvres Bd. 
n, S. 708. 
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1st unsere Flache eine Kreisflache (k) in (1), so kann man aus 
(1) wissen, dasz die erste Fundamentalform die Gestalt 

(2) df + 2 (6,0,) dtdr + dr* 

bekommt, wo 

( 3 ) t — const., r = const., 

die Parameterlinien auf (K) sind. 

Aus (2) kann man wissen, dasz 

(4) dj = {1 - (6,0,)} i dtdr 

besteht, wo dj das Fl&chendifferential ist. 

Nach Scheffers hat das allgemeinste Kurvennetz auf der Flache 
ohne Umwege die Differentialgleichung <n 

( 5 ) (l-f,)dt + 2 {(0,0,) - <p t f x ) dtdr + (1 - $ ) 0 , 

WO 

ip, = Zip/ty . ... 

Weiter kann man wissen, dasz die folgenden Satze bestehen. (f) 
Satz 1 : Ein Kurvennetz 

. (6) A (t, r) df + 2B (/, r) dtdr + C (t, t) dr* = 0 

auf (k) ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, wenn 

(7) C — 2 (0,0,) B + A = 0 
ist. 

Satz 2 : Um zwei Kreisflachen (k) und (k) konform aufeinander 
abzubilden, hat man solche Parameter auf beiden Kreisflachen einzufuh- 
ren, in denen 

( 8 ) ( 0 , 0 ,) = (TO 

ist. 

Satz 3 : Definiert die Differentialgleichung 

(1) ST AUER, P.: t)ber Kurvennetze ohne Umwege, Jahresbericht der Deutschen 

Math. Vereinigung 47, S. 8. • 

(2) SCHEFFERS, G.: Theorie der FlSchcn, S. 52. 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXIV) 35 


dr/dt = A (t, r) 

auf einer Kreisflache keine Schar von Minimalkurven, so lautet die 
Differentialgleichung der Kurven, die zu den dutch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind , (,) folgender- 
ntaszen : 

dr __ 1 + (6 A) * 
dt (&A) + >1 ' 

Satz 4 : Fur den Winkel a, den die Forischreitungsrichtungen 
K —dr\dt und £=<5r : dt auf den Kreisfldchen miteinander bilden, be- 
steht die Formel 


co Sa = 1 + (K + k)+Kk 

/1+2 (WK+K* Vl+2(0A)k+& ' 

(B) Die Parameterlinien einer Kreisflache (k) bilden dann und 
nur dann ein Kurvennetz ohne Umwege, wenn 


(1) 



_3 

dt 


Yi~ x 


genugen,^ weil 

( 2 ) m = w = {0 a), = i 

bestehen. (4) 


Nun setzen wir 


(3) 0=<W, i, 

so folgt aus (2) 

( 4 ) d/dr • = d/Zt • <p 

d. h. <pd> + <&x = <p t , 

Oder {<Px : <p) + {& ■ 0) = 9< '• iM , 


(1) Scheffers, a. a. O., s. so. 

(2) Scheffers, a. a. o., s. 83. 

(3) SCHEFFERS, G.: Theorie der Fiachen, S. 52. 

(4) NAKAZIMA, S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri. 
Taihoku Imp. Univ. Vol. 2, p. 36. 



36 


S6zi Matumura 


d. h. 

(5) 0. (3/3r -log (f0)} = S/ty-logf . 

Aus ( 5) kann man <p finden, weil 

(0,0,), (0,0 X ), (W 

gegeben sind. 

Also ist der Bogenelement ds* auf (k) vOllig bestimmt. 

Writer kann man d] berechnen. wobei d] das Flachendifferential 
bedeutet. 

(C) Ein Kurvennetz 

(1) df + 2 Bdtdr + Cdr* = 0 

auf einer Kreisflache (K) ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, 
wenn 

(2) (WC-2(«,«,)B + 1= 0 
ist/ 15 wo B und C Funktionen von t, r sind. 

Das Netz der Parameterlinien auf ( k ) ist dann und nur dann ein 
Orthogonalsystem, wenn 

• (3) (*A) = 0, 

alsdann hat (2) die Form 

(4) (WC + 1 = 0, 
so geht (1) in die Form liber: 

( 5 ) dt + 2 Bdtdr - dr 1 : (0,0,) = 0 . 

Wenn 

(6) B = 0 , 
so nimmt (5) die Form 

(7) 


(1) Scheffers, G.: Theorie der Flachen. S. 50. 
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(D) Betrachten wir eine Kugel um den Anfangspunkt als Mittel- 
punkt mit dem Radius als Kreisflache, so entsteht 00 

m) = l + *'/**, (W = l, (Mx) = l. 

Dies ist ein einfaches Beispiel fur (0,0,), (0,0,), (0,6,). Als ein 
anderes Beispiel wollen wir zwei in der gewohnlichen Flachentheorie 
oft benutzte Formeln betrachten, dann entsteht 1 (2) 3 4 

_ {9 fit) h ~ (fifit) 

~ ififit) 1.-- 

wo 

(E) Man kann wissen, eine Mjnimalkreisflache lasse sich in der 
Parameterdarstellung mit den passenden Parametem t und r durch 
folgende Bedingungen charakterisieren : Die Ortsvektoren s geniigen 

der Potentialgleichung 

Ajc = 0 

und sind den weiteren Bedingungen 

(Ofi t ) = ( W, (OfiJ = 0 

unterworfen. 05 

Weiter betrachten wir das Problem von Plateau, so kann man 
wissen, dasz 

A? = 0 

zudem noch den Bedingungen 

(0,0.) = (0,0,), (Ofit) = 0 

genugen. c,|) 

(1) SCHEFFERS, G.: Theorie der Flachen, S. 19. 

(2) ROTHE, R.: Differentialgeometrie, I, (Sammlung Goschen), S. 116. 

(3) COURANT und HILBERT: Methoden der mathematischen Physik, II (1937), S. 
134. 

(4) COURANT und HILBERT a. a. O., S. 535. 
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(F) Schon haben wir bewiesen, dasz die Gleichung der Minimal* 
linien auf der Kreisflache (K) mit 

( 1 ) (BA) dt-V 2 (BA) dtdr + dr 1 = 2 

bezeichnenbar ist. 

Wir betrachten 05 

( 2 ) t/(PT ) dt + (l± V~2) dr = 0 

so bilden zwei Kurven (2) mit r=const. auf (K) den Winkel 3 jt/ 8 
und 7n/8. 

(G) Die Gleichung der Torsionslinien ist (,) 

( 1 ) (BA) (BA) dt + 2 (BA) (BA) dtdr 
+ (BA)(BA)d r* = 0. 

Die Gleichung der Minimallinien ist 

( 2 ) (B t e,) dt + 2 (BA) dtdr + (BA) dr* = 0 . 

Beide liegen auf (k). 

Aus (1) und (2) kann man wissen, dasz (1) ein Orthogonal- 
system bildet. 

Weiter kann man sagen, das durch die Gleichung (1) definierte 
Kurvennetz auf (k) habe im Punkt (t, r) zwei Tangenten h t und h 3 , 
die dort mit den beiden Tangenten U unk t, der Parameterlinien (r) 
und (t) zwei Doppelverhaltnisse (h a h^t,) und (hJi x UU) bilden, und diese 
beiden letzteren seien die Wurzeln A der quadratischen Gleichung 

(WA*- 2 {(BA)(BA)-(BA?) A+ (BA?= 0. 

Das eine Doppelverhaltnis ist der reziproke Wert der anderen. 
Wenn die Torsionslinien zugleich die Minimallinien bezeichnen, so 
folgt 

(9A) = { -^J^ = (BA). 


(1) HAYASI, T.: Certain double systems of curves on a surface, ScL Reports of the 
Tdhoku Imp. Univ., Vol. VIII, p. 217. 

(2) OGURA, K.: On the theory of representation of surfaces, Tdhoku Math. Journ. 
12, S. 264. 
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( 2 ) 

Wir betrachten zwei Strecken Si und & in R s , die durch die 
beiden Punktpaare f und £* [a, J=I, II] dargestellt sind, wo s‘[«= 
I, II] zwei Punkte sind. 

Wir definieren 

(1) A #l * = (gg), A» = (tf) 
mit 

( 2 ) A*" = A"*, A* = A 1 "' 

und setzen 

( 3 ) A = | A‘ f | > 0, A = | A* | > 0 

voraus. 

Dann haben wir fur Si, 5? die Biischeltransformationen 

... ^ 

( 4 ) f = ci t , ? = ci r 

zu beriicksichtigen. 

Daher haben wir die Vektoren und die Tensoren beziiglich der 
Biischeltransfonnationen von Si einerseits und von It anderseits zu 
unterscheiden. 

In 

( 5 ) S‘ x = (jV) 

haben wir ein Grdssensystem, bei dem beide Arten von Indizes vor- 
kommen, einen gemischten Tensor, der sich nach 

( 6 ) S‘ x = c^S 1 " 1 

transformiert. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(7) || S”, J? 1 

ist, wo eine lineare Beziehung der Form 

( 8 ) 


besteht. 
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Die Bedeutung von (8) ist aber die, dass es einen Punkt 
( 9 ) 5 = <7„s a = 

gibt. 

Wir bilden nun den in « und ,9 symmetrischen Tensor 

( 10 ) T‘ ? - A^S^S’ 1 * = . 

Statt A Xt \ S' 1 * fuhren wir nun T 0,i ' neben A** ein. 

Dann haben wir beide lnvarianten 

(11) K = T/A, H = 1/2 TJ , 

wo T die Deterrainante | T“ : ' | ist. 

Weiter ergibt sich 

(12) T — S* / A , 
wo 

(13) S = |S a M. 

Somit hat man auch 

(14) K = S ! / A ■ A , H = 1/2 S«xS‘ x . 

Jetzt sind unsere Untersuchungen so gut wie in meiner fruheren 
Arbeit/ 0 


( 3 ) 

(A) Betrachten wir drei Kreise c, jj und 3 in R s . 
f, fj und 3 beriihren sich in der Auszenseite, so entsteht 

(to = c - (£j) r h to = 5 - (jc) c, « = 1 j - (sj 3) 3, 

( 1 ) 

(( tb) = 0, (tlu) - 0, (t«) = 0, 

wo u, to und it) die Beriihrungspunkte und t der Kreis ist, der durch 
u, to und tto gent. 

Aus (1) folgt 

(1) NAKAZIMA, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Journ., Vol. 34, p. 191. 
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( 2 ) 


Oder 


(4) 


f(t£) = (ty). Oder /cos t, r = cos c, r t • cos t, r h 

((* 5 ) = ( 5 ^) (t?), ( 3 ) <cos t, 5 = cos 5 , c • cos t, c, 


'(*’?) = in) (*s)- 


^ A A 

l COS t, r; = COS T h 5 • COS t, j, 


A A A 

cos tc = COS tj = COS . 


(4) ist unser Resultat, wo t, c den Wiokel zwischen t und c be- 
deutet. 


(B) Wir betrachten 

/ 1 \ g = 11^) (AMU) 
v ’ (uftKbit) 

in Thomsens Arbeit. 05 

Ist St ein Kreis und 11 ein nicht auf ihm gelegener Punkt, so ist 

( 2 ) U = 2 (lUi) St - 11 

der zu 11 in bezug auf den Kreis Si inverse Punkt. 

Von b gilt die gleichung 

( 3 ) b — 2 (bt) Si - b . 

Aus (1), (2), und (3) folgt 

, , . _ 2(Ub)(&ft) 

} (lib) + (lib) 

oder 

r _ 2(Ub)(ffi ffi) 

} (bU) + (»>U) ‘ 

Wenn 

( 6 ) (11b) = (Ub) 
in (4), so folgt 

(7) G = 1 . 


(1) THOMSEN, G.: Bericht tiber differentialgeo. Untersuchungen zur Kugelgeo, Jahres- 
bericht der Deutschen Math. Vereinigung XXXVIII, S. 99. 
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Wenn 

(8) (fib) — cut) 

in (4), so folgt 

(9) G = oo, 

so kann man sagen, wenn der Abstand zwischen U und to gleich 
dem 0) zwischen U und to sei, so bestehe (7). 

Von (5) gilt dasselbe. 

Aus (4), (5) folgt 

(10) (Uto) = (Uto), 


so ist der Abstand zwischen U und to gleich dem zwischen U und to. 

Aus (5) folgt 

( 2 _ (Uto) + (Ub) 

G (Uto)(ftft) 

(11) ' = _1_ + (U fo _. 

v 1 (ftft) (UbXftft) 


= i + m 

(Ua) 


so ist G | der Mittelwert der harmonischen Reihe zwischen 1 und 
(uto)/(uto), wo (ub) der Quadrat von dem Abstand zwischen u und 
to, (uto) derjenige von dem Abstand zwischen u und b ist. 

Von (4) gilt das gleiche. 

Aus (1) und (5) entsteht 

( 12 ) 2 (u&) — (tou) + (tou) . 

Aus (12) kann man wissen, dasz der Quadrat vom geometrischen 
Mittel von (uA) und (toft) dem arithmetischen Mittel von (tou) und 
(tou) gleich ist. 

Von (1) und (4) gilt dasselbe. 

Setzen wlr 


(1) MATUMURA, S.: Beitr^ge zur Geo. der Kreise und Kugeln (XVI), Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Vol. XVQI, S. 64. 
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(13) 


(ud)(ftft) 

(««) (5ft) - 


so folgt aus (1) 


G _ (ud)(u.R)(dft ) 
g (ud)(uft)(dft) 


h. h. (15) G =g, 


wenn u ea u, d = d, d. h. u und d auf R liegen. 
Wir betrachten 


(16) 
so folgt 

(17) 
wo 

(18) 


r/= (uV ) (t'f,) 

(ttTj(dr) ’ 


Cl ' • G = iHil (6f) 
(u'f) (d'f) 


(fl) = 1, (IT) = 1, (ud)-(uV) 


sind. 

Nun besteht 


(19) (u!) = (uf), (df) = (dt), (u'f) = (u'f), (d'f) = (d'f), 


so entsteht aus ( 17 ) 


( 20 ) 


MM = (uf) (df) 
(u'f) (d'f) (uf) (df) 


G 


» 


wo wir verschiedene Punkte mit Strichen und inversen Punkten mit 
Quer bezeichnen. 


(C) 1st 


(1) C«=i, II] 
eine Kugel, so folgt 

( 2 ) A r f p,p, = l , 

wo s eine Kugel in R, ist. 
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Weiter be9tehen <15 

( 8 ) 64 R 1 2 3 4 ^(o*+ t?+ ft- 48 • s(s - a)(s - b)(s - c ) , 

( 9 ) 8R*^(a*+6 , +c*) - {4/3 i 3 } VsJs-ajiV-bJis-c) , 

u. s. w. . 

(P) Wir betrachten die Mittelpunktkurve j(f) von t(t) in Rj , 
so folgt ( ‘ 5 

(1) s(f) = <*(*) + * (*)>-•- 2. 

Aus (1) ergibt sich aus (35) in Thomsens Arbeit. 0 * 5 
( 2 ) 2 j 0 = b 0 + b 8 = (c + c) £o • 

Aus (2) folgt 

(3) fo = f'=-2j,:{c + c}. 

Nun betrachten wir 
( 4 ) rj — cos a •£ + sin a • £' 
in Thomsens Arbeit/ 45 so folgt 

( 5 ) rj = cos a • {2j — b} — 2 sin a ■ s ' : {c + c) , 

Weiter 

( 6 ) £ (<r) + £" = £ — £ + cb = cb = c {2j — b) . 

Wenn j in (1) ein Kreis ist, so folgt 

(7) l-(jj) = (bb):2, 
woraus sich ergibt 

(8) (bb) = 2. 

Aus (8) kann man wissen, dasz die Lange zwischen zwei Punk- 
ten b und b gleich -/Y ist. 

(1) NAKAZIMA, S. : Some inequalities between the fundamental quantities. Tdhoku 
Math. Journ. 25, p. 118. 

(2) THOMSEN, G.: Uber konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ, 4, S. 125. 

(3) Thomsen, O., a. a. o., s., iso. 

(4) Thomsen, g., a. a. o., S„ 132. 
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Man hat fur die Bogenlange 
s{t)=\WW)'dr 

=hvyw~+*}dT 

= l Si Zb* + b* + 2b'b'dr. 

(G) Wir betrachten 

( 1 ) fj = £ cos a + f ' sin « , 

wo f der Kreis in R 2 ist. 

Wir setzen 

ps* = {drjdri), 
dd* = (rfcdf), 

( 2 ) , 

dt * = (dtodb) = (dt)d b), 

>3E = , 

wo b, b zwei Umfiihrungskurven von £(<r) sind. 

Nun setzen wir 

(5 = iX - 7 , 

( 3 ) _ 

= i =v -1 , 

so folgt 


(4) 

(as) = 0 = ( 8 a ) , 

wo 


(5) 

(3E3£) = 1 

ist. 



Somit kann man mit j Oder j den Punkt bezeichnen. 

(H) Wir betrachten 05 ij (<r) in 
• ( 1 ) 7 (< r ) = COS a • 6 (<t) + sin a • £ ' (<r), 

wo a eine Konstante ist. 

(1) THOMSEN, G.: Ober konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ. 4, S. 132. 
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Fiir ij (<t) besteht 

! Voo = — 1) + cb + cb, 

K=- cr J0 , 

=-~Cf) a , 

wo to, to zwei Umfuhrungskurven von tj sind. 

Aus (2) folgt 

! cos « c" + sin « c"' — — cos « c — sin « c' + cb + cb , 
b'= - c cos a — c sin « £" 
to 7 = — c cos « £' — c sin a c". 

(3) ist die Verallgemeinerung der Frenetschen Formeln in unserm 

Fall. 

(I) Ist 6 ein Kreis und 5 ein andeier Kreis in R* , so ist 

(1) i = 5 

der zu 3 in bezug auf den Kreis c inverse Kreis. 

Aus (1) folgt * 

(2) (») = 2(je/-i. 

Sind 3 und t) zueinander senkrecht, so entsteht 

(3) 0 = 2 ($?/ — 1 , 

daraus folgt 

(4) W = ±l//*", 

d. h. 3 imd £ bilden den Winkel x/4 oder 3^/4 . 

Wenn 5 in (1) ein Punkt b ist, so ist auch ein Punkt to. 

Aus (1) folgt 

(5) to = 2(b£)£-b. 

Aus (5) entsteht 

(6) (tub) = 2(b$)(b£). 

(6) zeigt, der Winkel zwischen b und to sei gleich 
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(7) vTm, 

d. h. (b£) bedeute a/V 2 , wo a der Abstand zwischen b und Jt> sei. 
Wir betrachten zwei Kreise 

S 

und 

+ 5 ) + 2 

in (1), so ist 

( 8 ) b = 2 (^-±1 f ) £ - - S |± 


der zu in bezug auf den Kreis c inverse Kreis. 

LA 

Aus (1) folgt 
(9) 9 = ( 8 e)f-28, 

so kommt zustande 

do) 

d. h. 


(11) I COS 0 | = | cos ^ I , 

wo 0 der Winkel zwischen ij und c, <p der zwischen 5 und £ ist. 

(J) Wir betrachten 
( 1 ) 1) (<r) = COS a • £ (<r) + sin a ■ £' (a) 

in Rj, wo « die Konstante ist. 

Ist t) ein Kreis und C ein nicht auf ihm gelegener Punkt, so ist 
( 2 ) C = 2(C?b-C 

= — C+ 2 (c, cos a • £ + sin a • £') {cos a • £ +sin a - £'} 

= - C + 2 cos* a (££) £+2 sin « cos « (Cf ') £ 

+2 sin a cos a (£C) £'+ 2 sin* a (££’) S' 
der zu C in bezug auf den Kreis 7 inverse Punkt. 
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Liegt C auf c, so folgt aus (2) 

( 3 ) C — (CcO (sin 2 a • £ + 2 sin* a • c } - C • 

Aus (3) entsteht 

(4) (cC)=-(Cc) + 2 cos* «-(£C) 

= (CO {2 COS* a — 1} . 

Aus (4) kann man wissen, wenn 
(£C) = 0, 

so entstehe 

m - o 

Oder. 

COS* a = ± \/y 2 , 

so folgt der 

Satz : Wenn sich c und C beriihren und C c awc/i es tun, 
so ist a • entweder n/4 Oder 3 • ?r/4 gleich. 

(K) Ist b ein Beriihrungspunkt zweier Kreise j und in R, , so 
kommt zustande 

(1) b = jc — ($) . 

Liegt b auf einem Kreis c, so folgt 

(2) 0 = (bf) = ( 5 f)-to)(^), 
daraus ergibt sich 

(3) (tf) = (»)(€*). 

Nun betrachten wir 05 


(4) 


q_ (s£) (bh) 
(»)(&>) ' 


Sind s und 6 zwei unendlich kleine Kreise, so folgt aus (3) und (4) 


(1) MATUMURA, S.: Beit rage znr Geo. der Kreise und Kugeln (XVI), Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XVIII, S. 64. 
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(5) G = 1 . 

1st b ein Beriihrungspunkt zweier Kreise £ und 9 in R», so ent- 
steht 

(6) U = £-(£?)?. 

Aus (5), (6) folgt 

C 7 \ G = (Hb) (ft) 

1 j (HI) (bl) 

_ (fr;) - ( ffl) (fo) - (_M (w) + (m) (M M) = oo 

m-wm m - mm 

wenn I =- b ist. 

(8) b = 2 (b£)£-b 

ist der zu b in bezug auf den Kreis £ inverse Punkt, wo ( 1 ) gilt. 
Aus (8) folgt 

( 9 ) b = 2 {(j£) - ($) (b£)} c =■ (s - (jcb)b) , 
daraus ergibt sich 

( 10) (b£) = 2 (j£) - 2 (Sb) (bf) ~ m + (9>) m 

= (sf)-(£b)(bf), 

d. h. 

(11) (b£){l + (sb)>=(sf). 

Aus (11) kann man wissen, wenn (jb) = 0, so folge (b£) = (jc£), 
d. h. £ bilde mit b und j einen gleichen Winkel, wenn jc und b zu* 
einander senkrecht seien. 

5 in 

(12) s = £-(£?)? 

bezeichnet den Beriihrungspunkt zweier Kreise £ und ij. 

(13) b = 2 (£7)7 -£ 

ist der zu £ in bezug auf den Kreis 7 inverse Kreis. 

Aus (12), (13) folgt 
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(14) 4) = f - 2jc. 

(14) zeigt, lj beriihre £ in j. 

(L) ij und j sind zwei Kreise in R*, so ist 

(1) »> / = 2(- ,, -=i-e)e--5-=A 

= (tj£) £ - (£j) £ - $/2 + i/2 

der zu (tj— j}/2 in bezug auf den Kreis £ inverse Kreis. 

Aus (1) folgt 

(2) 2 (*'£) = (£o)-(£j). 

Wenn (y'£)=0 in (2), so folgt 

( 3 ) (f»,) - m 

d. h. 

( 4 ) cos A = cos ft , 

wo A der Winkel zwischen £ und i), n der zwischen £ und 5 ist. 
Weiter betrachten wir 


(5) 


P) ± % 

P + q ’ 


wo p und <7 die skalaren Grdszen sind. 

(6) # = 2 /il+iLAf-il+J. 

ist der zu {p^ + 95} {/>+$} in bezug auf den Kreis £ inverse Kreis. 

Aus (6) folgt 


(7) 



<Ma»)+«(ea)>e 


pq+m 
p+q ’ 


daraus ergibt sich 


( 8 ) 


w = </> (&>) + $ (f 8)> ipm+qm 

P+q p+q 

1 {p(*t)) + qm, 


P+q 
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d. h. 

( 9 ) cos 0, = — 1 — {p cos + q cos 0 3 ) , 
p+q 

wo 0, der Winkel zwischen c und 0 2 der zwischen c und V, 0 3 der 
zwischen c und 5 ist. 

(M) Sind c und c zwei Kreise in R 2 , 3 ein anderer Kreis in 
Rs, so ist 

(1) U = 

der zu 3 in bezug auf den Kreis c inverse Kreis. 

Wir betrachten 

(2) £ = 2 (t)c) f — l; , 

so folgt aus (1) und (2) 

( 3 ) 1 = 2 (2 (sc) f - 3, c) 1 - (2 (sc) * - 3} 

~ 4 (3c) (c?) * - 2 (3F) c - 2 (3c) c + 3 . 

3 in (1) transformiert sich in £ in (3) bei zwei Inversionen (1) 
und (2). 

Aus (3) folgt 

( 4 ) (S3) = 4 (sc) (cc) (3c) - 2 (5c) (3c) - 2 (5c) (£5) + (53), 

cos 0, — 4 cos 03 cos 03 cos 04-2 cos* 04 — 2 cos* 0. + 1 , 

wo 0j der Winkel zwischen s und 3 , 0 3 der zwischen 3 und c, 0 3 der 
zwischen * und c , 0 4 der zwischen 3 und c ist. 

(N) Wir betrachten eine Kreisschar 3 (t), wo 5 ein Kreis in R* , 
t ein Parameter ist. 

Die Kreise 3(f) sind die Schmiegkreise der Kurve 3 (t), wenn 
(5 3) — 0 gilt/* 3 

Nun betrachten wir die inverse Transformation 

( 1 ) 9 = 2 ( 8 *)*-*, 


(i) Thomsen, a. a. O., s. 126 . 
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wo £ ein fester Kreis ist. 

Aus (1) folgt 

( 2 ) i) = 2 (j£) c - s 

urid 

(3) (W)=<2fo£)£-j, 2(j£)£-s) 

= 4 (j£/ + (58) - 4 (sc/ = (88) • 

Aus (3) kann man wissen, wenn (55)=0, so entstehe 
( 4 ) (W) = 0 . 

Somit ergibt sich der 

Satz : Sind j (t) die Schmiegkreise der Kurve 5 ( t ), so sind l) (t) 
die Schmiegkreise der Kurve t) (t) • 

(O) £, rj und C seien drei Kreise in R g , so beriihrt C in 

(1) 2 C = ? + (?*)* 

£ in einem Punkt b, wo sich £ und 5 ? in to beriihren, denn aus (1) 
bestehen 

|2(£C) = 1 + (fyf, 

( 2 ) I (C 7 ) = (fy) . 

W*i. 

(3) C — 2 (Cc) £ — C 

ist der zu C in bezug auf den Kreis £ inverse Kreis. 

Aus (1), (3) folgt 

(4) C={c + 

= £ + (£?,*£ -C = 2£-C, 

so kann man wissen, dasz C auch £ beriihrt. 

(P) Wenn sich zwei Kreise £ und 9 in R, in einem Punkt b 
beriihren, so kommt zustande 

( 1 ) b = £ - (£7) 7 j . 
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Beriihren zwei Kreise 6 und C sich einander in einem Punkt to, 
so folgt 

(2) » = e-(fc)c. 

Aus (1), (2.) folgt 
( 3 ) (Wo) == - 1 + OyC) , 

d. h. 

( 4 ) 1 + (bio) = {r)0 . 

In unserem Falle liegen zwei Punkte b, to auf einem Kreise £, und 
zwei Kreise C und v beriihren einen Kreis c . 

Im reellen Falle ist (r)0 h 0 in (4). Man kann also wissen, 
dasz 7) und C zueinander nicht senkrecht sein konnen- 
Nehmen wir n Punkte 


bt , b 2 , b 8 , .... 

auf £ wie in (1), so kommt zustande 

I o, = c, - (£,?,) 7] l , 


(5) 


bj — r /2 , 

0 3 = f, - (£*) ft , 


(2) fiihrt dazu, dasz, wenn 


(6) 

Oht>,) = (o*b 3 ) = ... 

ist, so 


(7) 

(£ift) = (£*ft) = ••• 

folgt. 



(Q) Wir betrachten zwei Transformationen 

lij = 2 (j£) £ - 5, 

( 1 ) 


so folgt 
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( 2 ) (9S) = 0 , 

wo t), ? und 5 drei Kreise in Rj , 5 ein Punkt, (5?/ = 1 ist. 

Von 

(S = S-(8’£K. 

(3) { 

(? = (5 ?)?- 8 
gilt 

( 4 ) (£9) = 1 - (??) , 

wo f der Kreis in R s , (5?) = (5?) = 1 ist. 

Wenn f und c zueinander senkrecht sind, so folgt aus (4) 

(5) (») = 0, 

woraus sich der Punkt j ergibt, der auf dem Kreis 9 liegt. 

(R) Wir betrachten 

(1) »)=(8?K-8, 

wo ?, 5 und 9 die Kreise in R, sind. 

Aus (1) folgt 

(2) (8?) = 0, 

d. h. 5 und ? sind zueinander senkrecht. 

Aus (1) entsteht 

(3) (S») = (8^)-l=-l, 

so kann man wissen, dasz 5 und 9 sich einander beriihren. 

Aus (1) folgt 

( 4 ) (?9) = (5?) - (j£) = 0 ; 

mail kann daraus wissen, dasz ? und 9 zueinander senkrecht sind. 

(S) Wir betrachten 

(1) 9 = 2(5 ?)? -8, 

wo ?, j und 9 die Kreise in R s sind. 

Ist fj ein Kreis in Rs, so folgt aus < 1 ) 
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(2) (W) = 2(jf)(^)-(j7). 

Sind 3 und rj zueinander senkrecht, so entsteht 

(3) (lw) = 2 ft?)(Gf), 
daraus ergibt sich 

( 4 ) cos 0! = 2 cos 0 2 • cos 0, , 

wo 0, der Winkel zwischen 9 und 0, der zwischen 3 und £, 0 3 der 
zwischen £ und 7 ist. 

(T) Wir betrachten die Kreisscharen 

( 1 ) + / A ) 

und 

( 2 ) /3 + mto , 

wo 5 , 9 , 3 und to die Kreise in R 2 , p,l und m die skalaren GrOssen 
sind. 

9 in 

( 3 ) cos 9 = + fty, 1% + mto) 

bezeichnet den Winkel zwischen d) und (2). 

Aus (3) folgt 

( 4 ) cos 9 = Xl(z 5 ) + ^m(£to) + f4(\) 3 ) + /wtftto). 

Wenn fiir alle Werte von A, fi, l und m 9=n/2 in (4) ist, so 
folgt 

( 5 ) (S3) = 0, (Sto) = 0, ( 93 ) = 0, ( 9 to) = 0 , 

d. h. 

( 6 ) £ J_ 8 > S-Lh), 9 JL 8 , 9_Lto. 

(U) 

(1) 8 - II f, f, i\ 8 n II 

bedeutet die gemeinsame Orthogonalkugel beider Kreise (s\ s 1 } and 
(S n , s n }» wo & und s“ die Kugeln in R» sind. 
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Sie schrumpft fur sich schneidende Kreise auf einen Punkt zu- 
sammen, wenn 

Von 

n - II s', f, s 1 , s 11 II , 

1 3 ) |s = II S- E. £• S II > 

( 5 = II X 1 , s”» S 1 , l) n ll, 

u. s. w. 

gilt das gleiche, wo die Inversionstransformation 

(V-^we-s 1 , 

(4) ] 

hr = 2 (ft) -f 

gilt, wo £ eine feste Kugel ist. 

(V) Wir betrachten drei Kugeln 
C «s(f) (*=0, 1, 2, 3) 

in R,, so folgt 

( 1 ) («) = dy 

wobei 8 tJ = 1 oder 0 ist, je nachdem i = j oder i=\=j ist, wo t ein 
Parameter ist. 

(2) (<oSu>£)=- ((*£«*). 

wo j = di/dt ist. 

Nun betrachten wir 

( 3 ) I = (co)J c«S) (c«)S <*)X) (wS (3)E) 

und 

( 4 ) J = (<oS («>) ((s)S ( 0 )) (ct)S <«>S) » • 

1 = J. 

V 3 

( 5 ) <«,»} = S an ( *)S (*==1, 2, 3) 


wo 
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bezeichnet drei Kugeln, die die zwei Schnittpunkte von (I) j , (S ) 5 , c 3 )5 
hindurchgehen. 

Aus (5) folgt 

( 6 ) ( (0 i) o»S) M co)S) («# (o)S) 

= \a t k\ (coS c»)S) (ci)S co )5) (t3>S 5(o)) » 

d. h. 

( 'J 'j * J — <0) ^ (0)5 ) ((3$ (0>S) 

\a lk | 

so folgt 

COS 0, COS 02 COS 03 = I da | COS 0, COS 0, COS 0, , 

wo 0, der Winkel zwischen U) i) und f0 )5 , 0 der zwischen 0 )S und (0 )5 
ist. 

Weiter kann man I mit t) berechnen. 

(W) Wir betrachten 

(0 )5 = cos ( J ■ (0 )X (<r) + sin ( ,0 • Cl )S (°) , 

d)5 = cos ci0 • coS ( ff ) + sin (I 0 • os (<r) , 

wo (t ,5 , (l ,5 die Kreise in R 2 , <,0 der Parameter ist. 

Aus (1) kommt zustande 

Icoi— cos («0 • o's+sin Co 0 • <0 j+ {-sin (o 0 • owS+cos Cc 0 • oS) , 
(2) . 

{ (d 5 = cos (i0 • d) 5 + sin ( ,0 • (0 r+ { -sin (1 0 • oS+cos ( ,0 • c>s}, 
wo in Thomsens Arbeit 03 steht und wo wir die Ableitungen nach 
t mit dem Punkte bezeichnen. 

Sind („)E , (a )5 zwei Kreise, die zu (0 )5 , C ,)S in &> senkrecht sind, so 
entsteht aus (2) 

(co)5 ( 2 )S)=cos (o0 ((o)S ( 2 )5)+ sin ( ,0 ( Cl ,s (S ) 5 ) , 

(o)5 ( S ) 5 )=cos (,0 ((o)S ( 2 ) 5 )+ sin c ,0 ( iv g «*) , 

((o)5«5)=cos (o0 Us os) + sin <,0 ( Cl) 5 «*) , 

(o)5 cs)S)=cos <10 ( C o)5 co)5) + sin c ,0 (o5 c S )5) • 

(1) THOMSEN, G.: ttber konforme Geo. II, Abb. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ. 4, S. 132. 
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Aus (3) kann man cos sin«/ eliminieren, wo zwischen cos (<) f , 
cos (<) 0 eine Relation gilt, wo «#> der Winkel zwischen «>X und oj, 
<!> der zwischen (t >j und CS )S ist, 

(X) Ist j eine Kugel, die den Schnittpunkt von zwei Kugeln \) 
und 5 in R* hindurchgeht, so entsteht 

( 1 ) 5 = A») + B$ , 

wo A und B die skalaren Grdszen sind. 

Aus (1) entsteht 


((S^) = A + B 0)8) , 

( 2 ) \ 

US5 ) = a 0)8) + B . 

Eliminieren wir A und B zwischen fl), (2) und (3), so folgt 


(3) 


5 >) 8 

to) 1 0)8) 

(£ 8 ) 0 ) 8 ) 1 


= 0 , 


d. h. 


( 4 ) S <l-0)8) 3 }+») <(fl))~0)8)(S8)}+8 <(l»)0)8)-(S8)>=O, 

oder 


sin* 0, • i +t) {cos 0,-cos 0, cos 0,} + j {cos 0, cos 0,-cos 0,} = 0 , 

wo 0, der Winkel zwischen t) und j, 0, der zwischen j und J), 0, der 
zwischen jc und $ ist. 


( 4 ) 


(A) Wir betrachten 
(1) cos* <p — 
wieder. <0 


(1) NAKAZIMA, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tdhoku Math. 
Joum., Vol. 34, p. 196, 
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( 2 ) ... 

in R, gegeben sind, so entsteht zwischen {$$}, {$$}, ••• 

( 3 ) cos* f = T af p<,pt , cos* f = T p a p„ , 

Aus (3) kann man wissen, dasz die notwendige und hinreichende 
Bedingung fur die Gleichung 

'■ 4 ) cos * <p = cos * f = .... 

( 5 ) T a V«i°i» = — ••• 

ist. 

Weiter gilt 

( 6 ) cos* (<p + y + ...) .. • {T • {T“ V.aO) — , 

wenn 

fO/2, <p < ?r/2 , ... . 

(B) Wir betrachten 

A“V«i°i» = 1 , 

cos*f-fc = (T‘ ? - M 01 *) />»/>,, 
und setzen (1) in die Form 

(g(x,y) = A'V + 2A ,! ^y + A 2 */ — 1 = 0, 

(2) \ 

l/(x,y) = (T“ - kA") a*+2 (T 1 * - kA n ) xy + (T** - kA n ) y\ 

wo p x = jc, = y, k = die Funktion von n t " r Ordnung in x, y ist. 
Setzen wir 

p a 3// 3* = 2 {(T 1 - M") * + (T 1 * - AjA 1 *)^} , 
q^Zj/dy = 2 {(T 1 * - *A“) at + (T** — fcA**)^ , 
p^dg/ dx — 2 (A n x + A 1 *?) , 
q t €=dg/dy = 2 (A , *jt+A**;y) , 

so folgt aus 

(4) j^pqi-pq i = 0 
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( 5 ) j S3 4 <[(T" - kk") x + (T" - kA n ) y] [A 1 ** + A**y] 
- [(T ,, -*A 1, )x + (T* 8 -AA ,! )y] [A'^+A’V]} = 0 . 
Somit co ergibt sich der 

Satz: Die Anzahl des Maximums und Minimums von 
(cos* <p k(x,y)) 


ist 2 («+l). 

(C) In R 3 sei $ ein Kreis und K eine Kugel. 

Wir nehmen an, dasz sich $ und K in P schneiden. 

Liegt ein Vektor t) in P nach der Tangente von St, sobezeichnet 


U) 


/T* f P? P» 

V A* 1 * o. o. 


A* 1 * Pa pf 

die Projektion von tj auf der Tangentenebene E durch K. 

Liegt ein Vektor i auf E von einem Punkt 0 bis P, so wird die 
Projektion 5 von j+t) auf E mit 


(2 ) 5 = S + 9 


• iTLhSi l 

« k°>P'P, 


bezeichnet. 

(D) Gelten 

( 1 ) COS* <P = — p/X , COS* <p = — p/o 

in 


( 2 ) 

SO folgt 


COS*? = 


V'pl ± 2V i p lPl ± T *pl 
A" p\ + 2A”p 1 ft + A .V* 


(3) 


f(AT“ + pA H ) p \+ 2 (XT'+pA") PiPi +(X T**+M“) A 
l(»T'+ P A") pl+2(vT'+ P A n ) p :Pt +(vT*+pA*) A 
wo A, p, p, v die Konstanten sind. 


0 , 

0, 


(1) Vergl. Nakazima, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku 
Math. Journ. 34, S. 205. 
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Man kann also wissen, dasz (3) im allgemeinen nicht gleichzeitig 
gilt, wenn 

ft/X=^p/v 

ist. 

(E) Die Minimallinien auf der Kreisflache (k) sind 
( 1 ) (8ft t ) df + 2 (8,8 J dtdr + (MO dr* — 0 . 

Nun nehmen wir 

( 2 ) Ad? + 2 B dtdT + Cdr 2 = 0 

als Kriinomungslinien auf ( k ), so bezeichnen 

(AA + p(8,8,)) d? + 2 (AB + ti{0,0 x )) dtdr 
+ (XC + fi(0 x O x )) dr* = 0 , 

{vA + f>(0'0')) d? + 2{uB + r(0A)) dtdr 
+ (vC+ p{0 x 0 x )) dr* =0 

2 °° * Kurven auf (k). 

Wenn 

' .AA + p(0 t 0 t ) = AB + f*( 8_A) = AC + j«(Mt). 

a p r 

(4) S 

v A + p_(0A) = vB + p(0,0 x ) = 

' a P r 

gelten, so fallen 2 oo* Kurven (3) mit 

( 5 ) adf + 2 pdtdr + ydr* — 0 

zusammen, wo A, B, C, a, p, y die Funktionen von t, r sind. 

Wenn 

lA + /l(0A) _ AB + ji(0j x ) _ A~C+ Ji(0A) 

AA + (i(0,0 t ) AB + fi(0 t 0 x ) AC +f*(8 x e x )' 

v A + p( 0^i) __ + pJ6A) __ vC+ p(M0 

vA + p(0 t 0t ) »B+ p{O,0 x ) vC + p(0 x 0 x ) 

gelten, so korrespondieren 2 °o‘ Kurvenscharen 





64 


S6zi Matumura 


(7) 


' {AA + ft (0,0,)) dt 1 4- 2 {AB + /i(0,0,)> dtdr 
+ {AC + MW} dr\ 

{vA + p(Oft,)) df + 2 {vB + />(0,0,} dtdr 

, + {vC + p( 0 , 6 ,)) dr\ 


die der Involution gehdren, welche von den Gleichungen 


(8) Adf + 2Bdtdr + Cdr 2 = 0 
( 9 ) (0,0.) di* + 2 ( 0 , 0 ,) d/dr + (0,0,) dr 8 = 0 

auf (£) bestimmt wird, den Kurvenscharen 

(10) {AA + Ji {0,6,)) df + 2 {AB + // (0A)} dfdr 

+ {AC+ /I (MO) dr 2 = 0 

bzw. 

(11) {vA + p(W) df + 2 {vB + f(W) dtdr 

+ {vC+ dr 4 = 0 

welche der Involution, die von den Gleichungen 

(Adf + 2% dtdr +Cdr i = 0 

( 12 ) \ _ 

1(0,0,) df + 2 (0,0,) dtdr + (0,0,) dr 2 = 0 

auf ( k ) bestimmt wird, gehdren. 

(F) Wir betrachten 


d*,dy; = Gy dw'dtd , 
S W*i) J = gi 3 dw'dM j , 
S (dy t f.— gijdu'du j 


wieder, 05 wo dx , , dy, zwei gegebene Fortschreitungsrichtungen be- 
deuten. 

Ihr Winkel 0 wird gegeben durch 


( 2 ) 


(Gijdtf d ify 

(gijdu'du 1 ) (gtjdu'du’) ’ 


(1) NAKAZIMA, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, T6hoku Math. 

Journ. 34, p. 191. 
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Aus (2) folgt 

r 3 ) tan* 0 = (gtjdu'd u^tg ijdu'du*) - (Gt4u‘du 3 f 
' \Gi4u i du i f 

Nun setzen wir (3) wie folgendes 05 


(4) 


tan* 0 = . 

(Gij du { du k f 


Betrachten wir (19), (20), (21), (22), (23), (24), (25) in Thom- 
sens Arbeit, 00 so kann man vier Grundtensoren G ik , P« , C ( * , E,* 
finden. 


(G) Wir sehen, dasz in dem Falle 
( 1 ) jt) = 0 , gty = 0 

gelten, wo E ( u \ m') eine Kugel, l) ein Punkt im R 3 und u‘ Parameter 
sind. 

So kann man setzen 015 


( 2 ) 


__ Cqo u’du* 
A uitu'W 


Beruhren zwei Kugeln c und e sich einander in einem Punkt t), 
so entsteht 


(3) t) = E-(Ec)c, (Sf) 2 = l. 

Aus (2) und (3) folgt 


(4) 


Aqd u i OU k 

CitWW 


E = E - (E?) f , 




CH) Bezeichnet man mit g (u\ «') die Kugeln in R„ , dann zeigt 
g+dg die benachbarten Kugeln, also kommt zustande 

(1) (l + W = l, 


(1) THOMSEN, G.: Grundlagen der konformen Flachentheorie, Abh. aus dem Math. 
Seminar der Hamb. Univ. 3, S. 41. 

(2) Thomsen, a, a. o., s. 39. 

(3) BLASCHKE, W.: Beitr age zur Flachentheorie, Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamb. Univ. 4, S. 3. 
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d. h. 

(2) (o' S r = o, 
denn aus (js) = 1 folgt 

(3) s-5 s = 0. 

Wir setzen (2) in die Form 
( 4 ) = A = 0 . 

Aus der Annahme (4) folgt durch die Ableitung 
( 5 ) dp- d*p = At .*£#*3*#* = 0 , 

da nach Lemma Riccis A«< = 0 ist. 

Aus (3) folgt 

( 6 ) H-H + = 0 , 

so kann man (6) folgendermaszen setzen 
( 7 ) A. M*8ti k + = 0 , 

man kann so setzen 

( 8 ) = - A it du l ou k . 


( 5 ) 

Die folgenden Zeilen bilden eine Fortsetzung der in dieser Zeit- 
schrift erschienenen Arbeit 05 „Beitrage zur Geometrie der Kreise und 
Kugeln (IX)“, deren Kenntnis daher vorausgesetzt wird. 

Wir betrachten zwei Strecken S und S, die durch die beiden 
Punktpaare und [a, X = I, II] dargestellt sind- 

Wir definieren 

(1) A‘" = (jY), A- = (sY) 

mit 


(1) MATUMURA, S.: Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (IX), Mem. of 
the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Vol. X. (1934), p. 118. 
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( 2 ) A a? = A 1 11 * , A* = A^ 
und setzen 

(3) A = | A*" | > 0 , A = |A*M>0 

voraus. 

Dann haben wir fur S, S die Transformationen 

[? = clf [«,j}=i,n]. 

( 4 ) <* 

l£ = c>i? [A,^=I,II] 
zu beriicksichtigen, wo 

( 5 ) I Cf | =4= o , | |=4= 0 

sind. 

Es ist jetzt mit unseren Untersuchungen wie mit (2) in dieser 
Zeitschrift. 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit. 05 


(1) Vgl. NAKAZ1MA, S.: Kugelgeometrie von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and 

Agri, Taihoku Imp. Univ. Vol. 2, p. 12. 




BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (XXV) 

Sozi Matumura 

(Accepted for publication, April 23, 1938. 


Im folgenden mdgen wir einige satze liber Kreise und Kugeln 
mitteilen. 


( 1 ) 

Zunachst betrachten wir die Kreise in R 2 . 

(A) Sind jc und l) die Kreise, so bezeichnet c in 

( 1 ) c = s • cos « + t) • sin a 

auch die Kreise, wo j und i) zueinander senkrecht sind. 
Aus (1) entsteht 



in (2) gelten, so folgt 



wo t in Thomsens Arbeit 05 steht. 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXI, 
No. 4, June, 1938.] 

(1) Thomsen, G.: Uber konforme Geometrie, Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamb. Univ., Vol. 4 (1925), S. 125. 
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Somit haben wir den folgenden 

Satz : Wenn die Scharen j bzw. ^ die konsekutiven Kreise be- 
riihren, so beriihren c sick auch, wo 5 und tj zueinander senkrecht sind. 
Wir betrachten 

Cl) 5 (u, v) — cos a • x (n, v) + sin a • («. v), 

wo j, >), j die Kreise in R, , « eine Konstante ist und £ und l) zu- 
einander senkrecht sind. 

Aus (1) folgt 

#5 = 5u$u + jjv , 
iu = cos a • £„ + sin «•*)„, 

5„ = cos a • £„ + sin a • , 

daraus bekommen wir 

( 3 ) = cos a iJu + sin « \) u 8u + cos a p,Jv + sin a 

Wenn die Kreise to, to den Kreis beriihren, so folgt 

(4') (t,3j) = 0, (W3j) = 0 

d. h. 

+ (& 8 ») 8v “ 0 . 

(5) 

((Vt)5 u )5M + = 0, 

so folgt 

( 6 ) (t>s„) : (h>5„) = (bjj : (toj.) , 

wo (3) gilt. 

(6) ist unsere Bedingung. 

(B) Wir betrachten m Kugeln 
Si » & » ••• » S»* 

in R» , so gilt bekanntlich der 

Satz : Notwendig und hinreichend fur die lineare Abhangigkeit 
der £, s* ist das Verschwinden der GRAMSchen Determinant . w 

(1) Vgl. COURANT und HILBERT: Methoden der mathematischen Physik, 1, Zweite 
Auflage (1936), S. 29. 
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1 (XlXs) "* (XlX™) 

(XsXi) 1 ••• (XsS”>) 


! (JWti) (X«X*) - 1 I 

(C) Es seien 

wX > i = If 2 , •••) (2k+l) 
k Kugeln in R„ . 

Wenn (j) j und (i % zueinander senkrecht sind, so folgt 

( 1 ) («>X coX) ~ °ij > 

wobei 9 {j = 1 Oder 0 ist, je nachdem i — j Oder 7=4=7 ist. 

Nun ftihren wir die folgenden Formen ein : 

( 2 ) («)X cjiX) = — (<j)X co) • 

Betrachten wir 

( 3 ) J — (iijX * 2)X) (u)X t»>X) G»X c^X) ••• (coX (2 *+dX) > 

so folgt aus (2) 

( 4 ) J = (cs)X cnX) (c3)X coX) (m>X cdX) ••• (cs* » nX u>X) > 

so kann man sagen, dasz 

COS • COS 0 S ... COS 0 Ji+ i = COS <Pi • COS <Pi ••• COS , 

gilt, wo <p t der Winkel zwischen (1) jc und «>x , <pi der Winkel zwischen 
<i;X und a >l ist. 

(D) Wir betrachten die Kreistransform ation 
( 1 ) F* = At , 

wo £, F die Kugeln in R„ sind und die Funktionaldeterminante | A? | 
nicht verschwindet. 

Definieren wir die lineare Transformation 

( 2 ) = rff + r; e » , 
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so transformieren sich die Parameter der Ubertragung in folgen- 
der Weise 

(3) H = A* (Q? *? + <«?). 
wo 

( 4 ) AnQ? = 
gilt. 

( 2 ) 

(A) Die folgenden Zeilen bilden eine Fortsetzung der in dieser 
Zeitschrift erschienenen Arbeit (I) „Beitrage zur Geometrie der Kreise 
und Kugeln (V)“, §1, deren Kenntnis daher vorausgesetzt wird. 

Aus 

( 1 ) COS 5 <P = T* 1 ’ PaPf 
erhalten wir 



* 

'J'll 

- 2T* 

rp'22 

(2) 

cos 5 <p = 

\ * 

ft 

Pi 

0 



0 

ft 

Pi 

Nun betrachten wir 




(3) 

cos' <p = ' 

r*" ft ft 

= 0 


(4) 

cos 5 <P ~ ' 

r*" 

= 0, 


. 

■J>U 

_2X» 

<p«l 


(5) 

ft 

ft 

0 

= 0 


I 0 ft ft | 

(1) MATUMURA, S. : Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln V, Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. V, S, 306. 
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und 


'J'll 


2T‘ T* 2 

o, 0 


( 6 ) <T X 0 = 0 , 

I 0 <r t <r, 

so folgt aus (5) und (6) 

! T ;2 = p pi <Ji , 

- 2T’- = fi {p x a i + , 

T" = p<r 2 pn . 

wobei der Proportionalitatsfaktor p durch 

( 8 ) lf/t = im ~ : {(T 1 */ - T"T 2J ) 

geliefert wird. 

Wen n 


Pi — a l > Pi — °i 

Oder 

Pi ~ a \ > Pt ~ a i • 

gelten, so gilt (7) im allgemeinen nichU 
(Bj Wir betrachten 
( 1 ) cos* tp = T af Po,Pt . 

Bildet man dieses Quadrat fur p Richtungen, so kommt zustande 
bei der Summierung: 

1 , p u 1, p u M 

( 2 ) £ cos 2 <p = £ T #l> p* p » . 

u 

Wir setzen 

(3) cos*f = TJ5T »P'P f , 

(4) hi?. = T*5T*u . 

Liegt v 1 in einer Hauptrichtung von , so ist 

(5) = W 
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Oder 

(6) TJ TJ v* = fo ' ; 
woraus folgt 

(7) T P V TJ Tt v» = ATS i>\ 

Oder 

( 8 ) hiiTliT) = Wifi . 

(C) Wir setzen 

T* 1 ' />,/’(» = , 

Wenn 

T s| ' p a p f — const. , 
so kann man setzen 

d(£*Pt) = t a dp f + p f d£* 

= £* (dpt — I'ar p f dx x ) = 0 , 

d. h. 

, dp ft — l Sr p»dx r , 

wo die r; T die beliebig wahlbaren Parameter sind und * T die Varia- 
blen bedeuten. 

Es seien g tj die Fundamentaltensoren, so folgt 

daraus ergibt sich 

cos 2 <P = T‘" papt = T* g if />«/>„ . 

(D ) Wir setzen cos 5 <p = T" p p»p f in 

( 1 ) ipp) = T a(1 />./>, , ( 2 ) (/>/>) = pV 

wo 

( 3 ) T #(l = T ? * 
und 
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(4) T‘" = T* M A* A? t 

ist. 

So folgt 

( 5 ) (p P ) = T x "Al At p.p, . 

Man kann cos* <p = T a!L p a p, 

( 6 ) cos* <p = p x v x 

Oder 

( 7 ) ( pp ) = p x v x 

setzen. 

(E j Wir betrachten 

(1) cos* ? = T‘ ? A‘” p aPf = 1 . 

Wenn cos*y>=K, so 

(2) (T* 15 — A'^K) p,p f — 0 , 

wo K eine Konstante ist. 

Dasselbe gilt von cos* <p = K, so folgt daraus 

(3) (T* 1 * — A* 1 ’ K) p a pf -- 0 , 

wo K eine andere Konstante ist. 

Aus (2), 13) wird das •Tripelverhaitnis p Gerade in 
Weise dargestellt : 

m (T‘ ? -A 0? K) p r p' {T” - A n K) {T- - A**K} - (T'* 
> (T* 1 *— A^K) p T P ' (T" - A”K) (T 5 ’ - A :2 K} - (T 1 * 

(F) Wenn 

( 1 ) (TV - T"T*- 
in 

(2) cos* <P = T® 11 p„p f , 
gilt, so folgt 


folgender 


— A 12 K}‘ 
-A^K}* ‘ 



76 


Sozi Matumura 


( 3 ) cos 2 <p = V'fi + 2T + T-y] 

d. h. 

( 4 ) cos = ± (i/T M ft + i/T !S ft} : A” 1 * />„/>,, . 

In diesem Falle wird der Winkel <f zwischen dem Kreis und der 
Kugel mit (4) gegeben. Die Deutung von T 01 ', A* p , ft haben wir 
schon erklart. 

In unserem Falle gilt 

( 5 ) cos <f = ± WV “ ft + i/T M ft } : ,/ { A”rf + 2A*ftft+ A**^} . 
Wenn 

(6) (A 18 / = A"A“ , 

so 

( 7 ) cos f = ± {/T 11 /T 88 ft} : {^A 15 ft4- Vk h ft} . 

( 3 ) 

(A) f)ie folgenden Zeilen bilden eine Fortsetzung der in dieser 
Zeitschrift erschienenen Arbeit 05 „Beitrage zur Geometrie derKreise und 
Kugeln (V), (I'X), (X), (XI)“, deren Kenntnis daher vorausgesetzt wird. 

Geben wir einen Kreis £ in R 2 als Funktion eines Parameters i, 
so folgt <2) 

! £oo = f cb "i* c b , 
to, =-<£,, 
bo = - c £ 0 , 

(1) MATUMURA, S.: Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (V), Mem. of 
the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., (15), S. 333. 

MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (IX), Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., (12), S. 148. 

MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (X), Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., (1), S. 71. 

MATUMURA, S.: Betrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (XI), Mem. of the 
•Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., (13), S. 95. 

(2) THOMSEN, G.: Uber konforme Geo. II., Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ., Bd. 4, S. 125. 
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wo to, t> die beiden Schnittpunkte von c mit dem Nachbarkreis sind. 
Wenn b eine Parallelkurve von b, so folgt 

(2) b = b + & , 

wo k eine Konstante ist. 

Aus (1), (2) folgt 

! ?„«,=— £ + 2 cb + ck , 

bo — CCo » 

wo 

c = c. 

Aus (3) kann man c oder b finden. 

(B) Wenn 

£oa == c£o C £o 

gilt, so folgt aus Thomsens Arbeit 0) 

bo + ^o — c + cb + cb = 0, 

so entsteht 

(bo + cb) + {bo + cb} — £ = 0. 

(C) Ist k ein fester Kreis und b ein nicht auf ihm gelegner 
Punkt, so ist 

( 1 ) b = 2 (bft) k — 'o 

der zu b in bezug auf k inverse Punkt. 

Gilt (1), so folgt aus Thomsens Arbeit 

! ?oo = — £ + c b + 2c (b£) k — be , 
bo = - cc 0 , 

2 (t>k) k - b = — c £ , , 
daraus ist zu bekommen : 


(l) Thomsen, a. a. o., s. 130. 
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( 3 ) 


f 09 = — £ + c b — c c £ 0 , 

t»a = — CC„ 


d. h. 

(4) £oo = — £ + c to + c bo . 

(D) Wenn 

( 1 ) £ 09 + £ = 0 , d. h. £ = c, cos <r + c 2 sin * , 

so 

S O = cb + cb , 
b 0 = - c£» , 
bo = — c£ 0 

b/c = b/c=b/ — c (3) b/c = 0, 

wo Cl die Konstanten sind. 

(E) Nun setzen wir 
( 1 ) ‘ £ = «J + fa , 

wo «, j9 die skalaren Groszen sind, so folgt 

! «Joo + ^9oo = — afl — j3q + c b + c b , 
bo — C«J 0 cfyo 
bo = - cajo - c/fy, 

d. h. 

! 0 = 1/c ;(So« + S*«) + (S + S)> + Cto + cb, 
to, = J 0 + So > 
bo = {c/c} {jo + So} . 

Oder 

! 0 = 1/c (bo, + to) + cb + c to , 
bo = {c/c) b 0 , 


so erhalten wir 
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(5) O = to 00 +{l + cc + ct'$c/c - da) b . 

Aus (5) kann man b finden, wo 
b»» = <fb / da * . 

(F) Sind j(j) und b(b) zwei senkrechte Kreise in R„, so be- 
zeichnen 

( 1 ) b = j + i\) 
und 

( 2 ) b = j + i b 
zwei Punkte in R s , wo 

(3) (jb) = o , (sb) = o 

sind. 

So folgt aus (1), (2) und (1) in (A): 

i fo« = - c + c (j + ?b) + c (j + i b) , 

Jo "f" Z'bo ~ CZn t 
Jo "i" U) o == “ C £o i 

wo i=-/ - 1 ist. 

(4) ist eine Uniform von Thomsens Formeln.° J 

( 4 ) 

Die folgede Arbeit ist die Untersuchung der LAGUERRE-Geometrie. 
Es sei durch den Vierervektor j (w 1 , m‘) eine zweiparametrige Schar 
gerichteter Kugeln mit den Mittelpunkten x t (u\ «*), i = l, 2, 3 und dem 
Halbmesser x, (u\ «*) gegeben. 

In einem R 4 entspricht diesem Kugelsystem durch isotrope Pro- 
jektion eine Flache, als deren Maszbestimmung «j 2 wir das als posi- 
tiv vorausgesetzte Quadrat der Tangentenentfernung von zwei be- 
nachbarten Kugeln wahlen : 


(l) Thomsen, a. a. o., s. 27. 
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( 1 ) = dfi + dfi+djft — dx< = Audutfu* = 1 , A 

Mithin ist 


A — AjjAjj A, s Aj, /■ 0 . 

Aus der Annahme (1) folgt durch die Ableitung 

( 2 ) = A ufiu'&u* — 0 , 

da nach dem „Lemma Ricci “ Am = 0 ist. 

Nun gilt 

(3) (y,s) = i 

d. h. 

(t 3 S) = 0 

so folgt 

Ws) + (y/s) = o , 

so kommt zustande 

3 h • *1 + = 0, 

d. h. 

• 3 AiM 3 'u k + (id'i) = 0 , 

daraus folgt 

* 

(4) m=-3A «5«W. 

Wenn 

( 5 ) <V = + 01)1 + <5lji — opij = Ba<iu‘du l = 1 , 

so folgt 

(6) W)=-3B„WV. 

Nun nehmen wir 


(7) 

O 

II 

a- 

s M3 

an, so entsteht aus (7) 

(8) 

+ (5^) = 0 , 

d. h. 


(9) 

2(39-3s) + (^‘s) + m = 


a- — &E* . 


B,* — 1 , 
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Setzen wir 

(10) (t)<5‘s) + (S« s 9 ) = - G ik uu‘ou ,L , 
so folgt 

(11) (djdt)) = G ik ou i ou k , 

Aus (1), (5) und (11) ergibt sich 

(12 ) cos* 0 = (G lt du‘du k * : (A <*«»'««*) (B,i«'m : «« t ) , 

wo & den Winkel zwischen zwei Fortschreitungsrichtungen von und 
<>9 bedeutet. 

Ferner folgt aus (8) 

(13) (<)* S ^) + 2(«») + ? o*i)) = 0, 

(14) (d\ -b) + (" l E -«9) + 2(«*j?-«g) + 2(oj- «*b) 

+ ("E • «*9) + (S"’i)) = 0 , u. s. w.. 


Aus (11) ergibt sich 

(15) (o*s • 39 ) + (o*t) • 3j) = GuouW . 

In dieser Arbeit kann man untersuchen wie in meiner Arbeit/ 0 
Der Flacheninhalt von z(u\u‘) in (1) gibt 

(16) U — du'du* . 

Fiir beliebige Kugelsysteme ist 

(17) A ik ia = 0 

die notwendige und hinreichende Bedingung 1 * 5 fur das Verschwinden 
der ersten Variation 8Si . 

Vorausgesetzt, dasz besteht 

(18) A% k + 2p% + qi = 0, 

so folgt aus (17; 


(1) NAKAZIMA (MATUMURA), S.: Differentialgeometrie der Kreisscharen, X, XI, 
XII, Tohoku, Math. Jaurn. 31 (1931), p. 192. 

(2) KGNIG, K.: L-Minimalflachen, Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft 
in Hamburg, Bd, VI (1921-1930), S. 191. 
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(19) 2p% + q£ = 0 , 

wo p\ q die skalaren GrOszen sind. 


( 5 ) 

Die folgenden Zeilen bilden eine Fortsetzung der in dieser Zeit- 
schrift erschienenen Arbeit 03 „Kugelgeometrie von Mobius", deren 
Kenntnis daher vorausgesetzt wird. 

(A) Wir werden die folgende Aufgabe in unserer Kreisgeometrie 
behandeln, fiir die eine Schar von Kreisschnitten eines elliptischen Zy- 
linders die Orthogonaltrajektorien und die Strionslinie sz bestimmt. 

In disem Falle kann man 

( 1 ) (6,8.) = 1 + m\ ( W = - sin r , (9 % 8 X ) = 1 

setzen. 

Die Kreisschnitte sind die Kurven 
( 2 ) t — const ; 

also ist 

(3) 9{t,r) = t. 

Ist 

(4) <!>(t, r) — a 

die Gleichung der gesuchten Orthogonalschar, so hat man zur Bestim- 
mung von </> die partielle Differentialgleichung 

(5) sinr-M- + ^- = 0. 

Sie ist ohne weiters integrabel und ergibt 

(6) <f> = e 1 ctg ■— = a . 

(1) Nakazima, S. : Kugelgeometrie von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and 
Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. 2 (1929) p. 36. 
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Die Gleichung der Striktionslinie reduziert sich auf (,) 
( 7 ) sin r • cos r = 0 . 

(B) Wir setzen 

( 1 ) (0,0,) df + 2 (0A) dtdr + (0 A) dr* 


in die Form 

( 2 ) <p t z~g rs du r du‘ . 

1st (2) fur jede beliebige Transformation von Parametern 
{ 3 ) u* = u 1 («’ u *), u * = u * ( u\ u *) 
invariant, d, h. 

( 4 ) gr,du r du' = g r ,du'du ’ , 

so folgt daraus 


( 5 ) grs grq 


3m 3m 7 
3 M r 3 u" ' 


Die kovariante partielle Ableitung eines kovarianten Vektors v, 
wird durch 


( 6 ) v r , 

definiert, wobei 


dv,.- 

du" 


r i „ v, 


< 7) +£--£) 


und g‘ p die kontravarianten Bestimmungszahlen des Tensors g,» sind. 
d. h. 


fa"“&/G f g n = — g,t/G, 

( 8 ) 

(g 1 =gn/G, G = g n g a — git . 
Setzen wir femer 
( 9 ) % s= a rtt du'du’du' , 


(1) KOMMERELL: Theorie der Raumkurven und krummen Flachen. II 11931), S, 39. 
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die fur eine unimodulare projektive Transformation unverandert bleibt, 
so gibt uns <p, — 0 die DARBOUXschen Richtungen der Kreisflache K . 

Die beiden Formen <f s , <p s sind zueinander apolar, d. h. 

(10) g"a,, t = 0. 

Wenn 

(11) g,., du'du' — A‘ J (li, v du r ) (lj, , du ') = 0 

gilt, so sind (11) die Minimallinien auf der Kreisflache, wo 

(12) U,, du' — const. , lj, , du ' — const. 

die neuen Parameterlinien sind. 

Nun setzen wir 

= A v x , 

(13) ] 

= Q^ v , 

so folgt 

• ((-' *g») g aJ + gd&* + C = Ctf , 

(14) 

(Q iixv — g/agvn Qn*‘ + 2 C n(1g)v« , 

t 

wo wir setzen 

(15) QVxv — A'Angxv , 

die fur eine inzidenzinvariante bzw. uberschiebungsinvariante Uber- 
tragung in 

CQ liXv " £>«gv|> Qn*' 1 H" 2 C(t gxv , 

(16) \ 

(Q hXv — gxagvfi Qf* 

iibergeht. 

Wir fuhren 

( 17 ) f 2 es b,.,du r du ’' , b r , = b, r 

ein, wo 

(18) AL = i u , m = b a , m = b Si , 
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L, M, N die Fundamentalgroszen zweiter Ordnung sind. A steht 
in meiner Arbeit. (1) 2 

Dann wird die Hauptkrummung K mit 

(19) K — : brsdu d u' 

<f 2 g,,du’du ’ 

gegeben. 

Der extreme Wert K der Hauptkrummung bei ber Anderung des 
Wertes du ' : du* muss den beiden Beziehungen genugen : 

(20 ) (Kg,. s — b r .) du‘du' — 0 , r, s = 1, 2 . 

Daraus folgt fiir K fur den extremen Wert K die Gleichung 

(21) | Kg,.. - b„ | = 0. 

Somit ergeben sich fiir die zwei extremen Werte (!) K, und K, 

(22) K,K S — H, K, + K„ = M . 

(C) Um die Punkte des kiirzesten Abstands auf zwei konseku- 
tiven Kurven <f(t,r)=a und <f(t,r)=a+da auf der Kreisflache zu er- 
mitteln, verfahren wir folgendermaszen : Es sei P (t, r) ein Punkt auf 
der Kurve <p —a ; P t (t+<H, r + ilr) ein solcher auf derKurve <p=a+da, 
und es stehe das Linienelement PP t =dn in P auf <p=a senkrecht. 

Die Bedingung hierfiir ist 

( 1 ) {Ofit) |f- *t + ( w (If- - If- 3tj - (9 ^ ) |f. 8r = 0 . 

Da P auf der Kurve <p=a, P, auf der Kurve a+da liegt, so ist 
( 2 ) <P(t,r) = a, 

( 3 ) <p(t + dt,r + 3r) = <p ( t , r) + dt + - 3r = a + da . 

of or 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt 

( 4 ) -|f- 8t + 3r = da . . 

at or 


(1) NAKAZIMA, a. a. O., S. ( 36. 

(2) SCHEFFERS, G.: Theorie der Flachen, S. 135. 
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Endlich ist 0) 


( 5 ) ?P t =dn={V-/Y)-/{{O l e l )df+2(0A)d0T^(0^)dT*}, 

Berechnen wir aus (1) und (4) die Werte von ot und <?r und 
setzen sie in (5) ein, so folgt 


dn = 


da 

■\/ ^ Vh'f ’ 


wo 

A , = (9 fi t ) (Z<p/Zrj*-2 (6 fid dflty • 8j»/3r + (9fi % )(* yftt? 
(0A)(W - (9 fid? 

X== K 

{(0A)(M*)-(W> (LN-M*) * 

(9 fid stehen in nieiner Arbeit, w K, L, M, N stehen in Scheffers’ 
Buch. (,) 


( 6 ) 

(A) Wir.kflnnen zwei neue Kugeln 

(1) l f = cU\ [«=UI] 

als Linearkombinationen der j* mit Koeffizienten c % , deren Determi- 

* * 

nante | c% | 4 = 0 sein muss, einfiihren, und wenn j 1 und jc n nicht pro- 

* 

portional werden sollen, so kOnnen wir dann durch die j* den Kreis 
darstellen, wo 5 , 5 * die Kugeln in R„ sind. 

Nun lasst sich j® folgendermassen transformieren : 

** * * 

( 2 ) z* = c? £ 

und 

( 3 ) J® = tj f , 

(1) Vgl. KOMMERELL: Theorie der Raumkurven und Flzichen, II (1931), S. 36. 

(2) NAKAZIMA, S. : Kugelgeo. von MdBIUS, Mem. of the Fac. of the Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ M Vol. 2, p. 36. 

(3) SCHEFFERS, G.: Theorie der Flachen (1922), S. 135. 
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* 

wobei c? dieselben Bedingungen wie c% erfiillen. 

Deshalb erhalten wir sofort aus (2), (3) 

** _ 

(4) f = C a r f, 


WO 

(5) = 

Wir denken an 

(6) dtf = cW*> 3 , [*•,;= I, II] 

wo t), b die Kreise in R„ sind und i)‘, i) J die Kreise in R„ bedeuten. 
Wir denken uns weiter fur die folgenden Differentiate : 

(7) df = dt + StlW , 

wo $ x die Funktionen von y. x und ij* sind. 

Deshalb stellt (7) dann und nur dann die Parallelverschiebung 
des Kreises j x dar, wenn alle Differentiate Null gleich sind. 

(B) Wir betrachten n Kreise 
( 1 ) co® > c«^ » ••• > 

in R,, die durch die beiden Kugelpaare 

(2) coS* , cat, c«)S* [«=I,n] 

dargestellt sind. 

Wir definieren 


( 3 ) ~ ^'^‘coS 11 ). o** ~ (cs>S*c*iK®)» ••• , 

lcn)A a? = 

und setzen 

Cl a A j = | C i J A“ < * |>0, | (1) A| = | (!) A‘ |, | >0, 
( 4 ) < 

(|(»)A| = | < »;A* I *| >0 


voraus. 

Wir betrachten nun die Buscheltransformationen 


( 5 ) <«£* — (dCmoX*, (»>£* — CS^KDS 14 , ••• , OoS X — (toCwti)J 1 * . 
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Alle in (5) sind unabhangig. 

Femer setzen wir 

( 6 ) «, * 5 S‘ X = («,?.“ <*>j x ) , a + k) . 

(6) sind die gemischten Tensoren, die sich nach 

( 7 ) «)C? c*,<£ (i.ioS 1 ' 1 ' , (i, k=l, 2, n) 

transform ieren. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

( 8 ) || (ojc 1 1 «*" > <*•)?/ » (*-E n 1 1 = 0 

ist, wo eine Lineare der Formen 

(9) («^.<oS* = a-Pxa-t , (*, *=1, 2, n) 

gilt. 

Die Bedeutung von (8) ist aber die, dass es eine Kugel 

(10) 5 = (l/^a (dE* ~ Cn)?.* 1 

gibt, auf der n Kreise liegen. 

Wir bilden nun in « und ,3 den symmetrischen Tensor' 0 

( 11 ) iti *,T‘ f = li; A„ «. ,,S oX <«, „S"* = «. C i. » ; S"* . 

Wir haben die Invarianten zu Folge : 


(121 


c«. 


K = 


«!• 


wo 


(13) 


«, *)• 


K 


a, k 


,s* 


cf)A(|i A 


(f, *)H — ^ «, *,S ax (<, Ar)S aA . 


(1) VetKl. NAKAZIMA (- MATUMURA;, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, 
XII, Tohoku Math. Jaurn. Vol. 34 (1931), S. 196. 



BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (XXVI) 

Sozi Matumura 

(Accepted for publication, June 2, 1938.! 


Im folgenden mfigen wir einige Satze uber die Kreise und Kugeln 
mitteilen. 


( 1 ) 

( A i Wir betrachten 

( 1 ) y — cos a • ? + sin a • ?' , 

wo « die Konstante ist. cl) 

Wenn 

( 2 ) C = cos a • ri + sin « • 
gilt, so folgt aus (1), (2) 

1 C — cos « (cos « • c+sin « • c'j+sin «(cos« • c'+sin « • c") 
= cos* « • f + 2 cos « sin a • c'+sin 2 « • ?" 

= cos* « • ?+sin 2« • c'+sin 2 « • c". 

Aus (1), (2) ist zu bestimmen 
(cos a = 0?£) , 

(4) 

(cos « = (Ci?) . 

Aus (3) folgt 

( 5 ) (C?) = cos* a + sin* a • (?£") = cos 2« , 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXI, 
No. 5, June, 1938.] 

(1) THOMSEN, G. : ttber konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ., IV Bd., S. 132. 
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denn 

m= i, 

(cT) = 0, 

( £c")=-(£T), 

(en=-i 

gelten. 

Im allgemeinen folgt aus 

'<i)7 =*= cos a • <,,£ + sin « ,i^' , 
CS )7 = cos « • ,i)7 + Sin a atf' » 
<3,1? = COS a • , 2)7 + sin a ,2)7' , 

( 7 ) 


V(„)7 = cos « • + sin a • (B .,y , 

( 8 ) (,„) 7 f) = cos « « . 

Gilt 

( 9 ) « = dn 

in 

(10) 57 = cos a • £ + sin a • £' , 
so kommt zustande 

( 11 ) .ul^S + da-P. 

Nehmen wir bis ( daf in cos a und sin a in Betracht, so folgt 

(12) <3)7 = jl~ ^-\ f + j da- ? . 

Im allgemeinen nehmen wir bis (da) tn in cos a und sin a in Be- 
tracht, so folgt 
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(13) 


- _ h- W + <da V - + r-ir Wit f 

""’"l 1 T2 _ + tt - + ( 1J i2»r 

((da) (da ) 1 (da ) 1 _ /iy.-i (da ) 5 '" 1 ) */ 

+ IT "TF + “IT - + ( v lS?) f ' 


(B) Sind 


( 1 ) rj = cos a • £ + sin a • f 


und b zueinander senkrecht, so folgt 

( 2 ) COS a • (£g) + sin a • (cty = 0 , 
daraus ergibt sich 


(3) 


COS a = 

< 

sin a = 


-(Sty 

i/("^> + (^) s ’ 

■ (ft)) 

vW+W ’ 


wo ^ und ») die Kreise in R 2 sind. 

Nehmen wir «^ T +/% n anstatt 1), so folgt aus (3) 

- («■', al) 1 + ify") 
t' (c, «g T + A ) 11 ) 2 + (SW + fa' 1 )* ’ 

__(i^‘ + m 
i/fo^+foJ , +'(SW+/W ’ 


! COS a = 

sin a = 


wo t)* die Kreise in Rs , a, ,9 die skalaren Grdszen sind. 

Nehmen wir ij anstatt so folgt 

= - (JO 

vW+fo*? ’ 

(if) 

AtW+W? ’ 

wo 

(6) h = ^(iS)S-8, 

da $ ein nicht auf ihm gelegener Kreis und ij der zu j in bezug auf 
den Kreis inverse Kreis ist. 


i cos a 

sin a 
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1st \) ein Punkt und liegt auf 6, so folgt aus (3) 


( 7 ) sin a = 0 . 


\ Wenn i) eine Funktion von dem Parameter t, so folgt aus (3) 


( 8 ) 


cos « = 

I 

I . 

sm a = 


-(cMKO) 
vW+W ’ 

(*,*(*)) 


Die Einhiillende der c wollen wir b nennen. 
1st <p die Deviation von b, so folgt (I) 

( 9 ) tan <p = — -f- , 

3 a<f 


wo p der Krummungsranius von b ist. 

Wenn 

9 83 «, 

so 

(10) 9 )= -dp Id*. 

Gilt 

( 11 ) cos ("— «) • (?s) + sin (?r — a) • (f'j) = 0 , 

d. h. 

(12) - cos « • (fj) + sin a • (c'$) = 0 
anstatt (2), so folgt 

(13) tga = (S S ):(r 8 ). 

Aus (2) ergibt sich 

(14) fea =-(&,):(?'*), 
so folgt aus (14), (14) 

(15) (<Wi) + (<*'»)) (^) = 0. 


(1) MATUMURA, S.: Uber einen affingeo. Satz und die Deviation ebener Kurven, 
Tolioku Math. Journ., Vol. 36 (1933), p. 189. 
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(15) ist die Bedingung dafiir, dass (2) und (12) gelteu. 

(C) Wir betrachten 

( 1 ) rj = cos « • £ + sin a • f ' 

und 

( 2 ) i y = cos a • ? + sin « • £ ' 

so folgt 

( 3 ) (>?)?) = cos 8 « (fc)+sin a cos « (cfO+sin «cos « (c'c) 

+ sin 2 « (c / c / )=cos s « • (ff)+sin « cos « {(£?') +(c'c)} 

+ sin ! « (IT). 

Wenn 

( 4 ) (97) = (cc) 

gilt, so folgt aus ( 3 ) 

( 5 ) sin « • {(99) - (?'?')} = cos « • {(??') + (?'?)} , 
daraus ergibt sich 

( 6 ) tan « = {(£?') + (cc)} : {(99) - (?'?')} , 

d. h. 

( 7 ) tan « = (cos 0 3 + cos 0 ,} : {cos 0 , - cos 0 *} , 

wo 0 , der Winkel zwischen f (9) und \ (9), 0 2 der zwischen t und c', 
03 der zwischen c und 0 4 der zwischen ?' und c , « der zwischen 
? (?) und 9 (9), so folgt der 

Satz: Wenn (4) in (1) und (2) gilt, so kommt (7) zustande. 

(D) Aus 

1 9 = cos « • ? + sin a • ?' 

_ 

9 = cos a • ? + sin a • c 

folgt 

( 2 ) {9 ± 9} = cos « • {£ ± £} + sin a • {?' ± c'} , 


so ist zu erhalten 
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( 3 ) {rj ± *j, £ ± £ ) = cos a ; 

wenn 

( 4 ) (£ ± £, r ± lo = (££') ± (c‘r) = o , 

so kann man sagen, der Winkel zwischen r J ±r l und c±£ sei gleich «, 
M/ew« (4) gilt. 

(E) Wenn 

( 1 ) 7j = cos a • c + sin a • ? ' 


i) 

einander beriihren, so folgt 

( 2 ) cos « • (£ty) + sin « • (tjc') = 1 , 

d. h. 

( 3 ) cos « • (£t?) + sin « • (£'ty) = sin* « + cos 8 « , 
daraus ergibt Sich 

( 4 ) tan a = — {(c»j) — cos «} : {(£' ’tj) — sin «} . 

t 

In unserem Falle miissen wir « aus (4) suchen. 

(F) Gilt 
( 1 ) ? 
fur 

( 2 ) fj = cos « • £ + sin a • 

und 

( 3 ) ij = cos « • £ + sin a • £' , 
so ist zu bekommen 

( 4 ) cos a • £ + sin a • £' = cos a • £' = cos a • c + sin « • £' 

( 5 ) cos a •{£ — £}+ sin a • {£'—£'} = 0 , 


d. h. 
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so folgt der 

Satz : Wenn zwei Kreise £ und f mit einem Kreise rj einen gleichen 
Winkel a bilden, so kommt (5) zustande. 

Aus (2), (3) kann man wissen, dasz 

(6) ij* = cos a • £* + sin «• [«=I, II] 

gelten, wo jj*, £* die Kreisbiischel sind. 

(G) Wir betrachten 

( 1 ) = cos « • £ + sin « • £' 

und 

( 2 ) yj — cos « • £ + sin « • £' 
so folgt aus (1) und (2) 

( 3 ) (’?’)) = cos* « • (££) + sin « cos « (££') + sin « cos « (££') 

+ sin 2 « (£'£') . 

Wenn 

(4) (^)“0, («) = 0 

gelten, so ergibt sich 

( 5 ) cos a • (££') + cos « • (££') + sin « • (£'£') = 0 , 

d. h. 

( 6 ) tan a — {(££') + (££')} : (£'£') . 

(H) Wir betrachten 

( 1 ) yj — cos a - £ + sin « • £' , 
so folgt 

( 2 ) 2 cos a • rj — 2 cos 2 « • £ + 2 sin a cos a • £* , 

daraus ergibt sich 

( 3 ) 2 cos « • rj = {1 + cos 2 a} • £ + sin 2« • £' 

Oder 

( 4 ) 2 COS a • 7 = (cos 2 a • £ + sin 2 a • £'} + £ . 



96 


Sozi Matumura 


Nun setzen wir 

( 5 ) C = cos 2 « • £ + sin 2 « • £' , 
so folgt aus (4) 

(6) 2 cos a • ) j = C + f 

d. h. 

( 7 ) i) — {C + f } : 2 cos « . 

In unserem Falle gilt (7), wo C der Kreis 1st, der mit c den 
Winkel 2« bildet, und t] der Kreis, der mit c den Winkel « bildet. 

(I) Aus 

( 1 ) rj = cos « • £ + sin « • c' 

und 

( 2 ) i] — cos a I + sin « • z 
ergibt sich 

( 3 ) sip a - {(cay) - (??)} : {(£?') - (££')} 

und 

( 4 ) cos a = {(?£') - (*£')> : {(cc‘0 - (&')> • 

( 2 ) 

(A) Wir betrachten 

«i = a ii^i + fl isb s + ••• + «i„b n 

u* = ««b, + “jjbj + ... + 

but ®«i^l "t. ®)iijbj "f ... ^Mtnb, 

und 
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t?i — i + ^i 2 1D, + .•. + ^jpVOp 

t?2 = ^21^ 1 d~ $12^2 ’** "t* 


'bn = ^njto) i + ft.^Wn + ... + fl„,XD p 

so folgt 

f «i = VtiWt + rj n \v 3 + ... + rj v ,w n 

u, = + y?, jto 2 + ... + ijipWp 


'it* = W^i + r /^2 + — + VmpVOp 

wo u £ , to,- , ttof die Kugeln in R„ , m < n, p < n sind. 

Da sind « ( * , /3« , die skalaren Groszen. 

Rechnet man die y aus, so findet man 

n 

( 4 ) fjik lift \k "t ^i‘2t^2k "t“ ". *f U-infink ^ i * 

j-1 

Da gilt 


( 5 ) H = AB . 


wo die Matrix H=(^ u > , die Matrix A ={««} , die Matrix B={/3 ( *} 
ist. 


(B) Wir betrachten (I; 


tf(Xl +...+ X 2 ) - 2t>% - 2 itX 2 - ... - 2t>"X„ - 2v" +1 = 0 

und nehmen v* anstatt c in Takasus Arbeit, c!) so kann man unter- 
suchen wie in Takasus Arbeit. 

(C) Indem man 

u\ + u\ — ul — u\ — 2m 0 «5 — G«ji u*u* 

(1) KAWAGUTI, A.: Riemannian Geometry, Iwanami Koza XI, § 5 p. 114. 

(2) TAKASU, T.: Differentialkugelgeometrie, T6hoku Imp. Univ., Vol. XVII (1928) 
p. 220-571. 
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in GrOnwalds ’Arbeit 05 setzt, kann man untersuchen wie in Kawa*. 
gutis Arbeit/* 3 

(D) Die folgenden Zeilen bilden eine Fortsetzung der in To- 
hoku Math. Joum. erschienenen Arbeit‘S „Differentialgeometrie der 
Kreisscharen, X, XI, XII“, § XII, deren Kenntnis daher vorausgesetzt 
wild. 

Fiir {dx, dy) auf (g), die 

dxl Q= {dy/- P} >0 

erfullt, gilt 

dx/pQ-q P = {dy /p l Q~q,?)>0 
auf XY -Ebene, wo 

X = f(x,y) , Y =g(x,y) 


gilt/ 43 

Da kommt zustande 

p~Dfl'dx = 2(T u x + T*y), 
q^Zf/ty = 2(T n x + V*y), 
p t =s 3g / dx = 2 (k"x + A n y) , 
q,ssdg/dy = 2 (A n x + A *y) , 

P = 4T n (A n x + A M y) + 4A l 2 3 4 * (T ,e y + T“*) 
- 4T” (A"x + A"y) - 4A" (T“* + T w >-) , 

Q = 4T 1 * (A 1 ** + A a y) + 4A‘* (V'x + V*y) 
x - 4T” (A"x + A"y) - 4A” (T“* + T* J y) . 


(1) GrOnwald, J. : Ein Abbildungsprinzip etc., Sitzungsberichten der kaiserl. Aka- 
demie der Wissenschaften in Wien, Math.-naturw. Klasse; Bd. CXXIII, Abt. II a. 
April 1914, S. 1. 

(2) Vgl. (2) in (B). 

(3) NAKAZIMA, S. : Differentialgeoraetrie der Kreisscharen, X, XI, XII, Tdhoku Math. 
Journ. 34 (1931), p. 205. 

(4) Vergl. etwa J. HADAMARD: On ordinary Restricted Extrema in connection with 
Point Transformations, Bulletin of the American Math. Society, Vol. XXXV, p. 
825. 
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(E) Wir nennen eine Kugel £(«, v) „harmonisch“, wenn £ (u, v) 
die Gleichung 


( 1 ) 

A S - S ‘« + ** = 
1 3m* V 

befriedigt. 


Aus 


(2) 

(ss) - 1 

folgt 


(3) 

4" (££««) = 9 » 
(to) + (££,,) = 0 , 


daraus ergibt sich 

( 4 ) (£»£») + (£r£») = 0 , 

wo u, v die Parameter sind. 

Der Winkel <p zwischen £„ und £„ ist 

C 5 ) cos* <p — = (£« £«) 

1 ; * to)to) tor 

In unsrem Falle sind unsere beiden invarianten Differentialen 
langs der Kriimmungslinien mit 

(d</> = vto d« , 

(6) j _ 

'd<P = i/-£„£ k dv 

gegeben. ( ° 

Gilt 

(7) 

1 £# 

in (1), so folgt 

( 8 ) J sa ll + \)l =il + V? , 


(1) Blschke, W.: Vorlesungen iiber Different! algeometrie, III (1929), S. 302. 
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wo 


( 9 ) J — Jjiityn Si>\)« 

ist. 

Die asymptotischen Richtungen der Umhullungsflachen von 
t)=t )(u,v) sind mit 

(10) lundu* + 2 i„Audv + j„„dv* = 0 

gegeben, 05 wo i) die Kugel ist. 

Setzen wir 

( 11 ) f = S (u,v), 7j = \) (u, v ) , 
so folgt 

( 12 > dc = i„du + } \,dv , dr t = \)„du + \),dv , 
daraus ergibt sich 

(13) (dcd?) = (s„b«) du* + {(?.„»)„) + (s.-9»)> dudv + dir . 
Sind dr und dij zueinander senkrecht, so gilt 

(14) (s„t)«) du + {(£„b„) + (&*)„)} dwdy + (j„ty,) di? = 0 . 

( F ) Es sei ’eine allgemeine Kugelkongruenz 

C = C (m\ W') , Cf = 1 , u x = u , u 1 2 = V , 
und die beiden Enveloppenmantel derselben 
S = S («’, «'), (SS = 0) 
j; =- K («',«-), (5S = 0) 

gegeben. 

Wenn 

ge> — 0 , 

so sind die beiden Enveloppenmantel die isotropen Flachen. 

Aus ss 0 folgt 


(1) LEWY, H.: Differential geometry in the large, Transactions of the American 

Matnematical Society, Vol. 43 (1938), p. 259. 
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C»f|lT = 0 

fur alle Werte der Indizes ft, y. 

Fiir 0, nicht alle g tti n = 0 , gelten die einfach totalisotropen 
Flachen. 

Fur g, f ns o, g af TJ = 0, nicht alle garret ^ 0, gelten die zweifach 
totalisotropen Flachen. 

Fiir 

gap == 0, S«j« s «3«4 553 0, ••• 

ga t , ...«*, a* tI , ... , <u k — 0 , 

nicht alle 

g a \ , tt it+2 , «2it2==0, 

gelten die &-fach totalisotropen Flachen. 

(G) 

(1) s = s + 2ff> + 2ff> + ... 
stelle eine Verbiegung der Kugel j dar. 

Dann wird durch 

( 2 ) d'Z f = (S xd(j + S fj w ) 
der Verbiegung n-ter Stufe eine Kugel 

(3) t ) = \f>(u,v) 
zugeordnet. 

Die Bestimmung der t/" 5 erfolgt successive aus den 

(4) tf\ t n ~" 

vermoge eines Systems von zwei partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 

Hier benutzen wir das Vorzeichen in Rembs Arbeit. 05 

(H) Bezeichnet man den Winkel, unter welchem der Kreis (b, b') 


(1) REMBS, E.: Verbiegungen hoherer Ordnung nnd ebene Flachenrinnen, Math. 
Z. 36, 110—121. 
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zur Kugel (f) geneigt ist, mit V, so ist leicht beweisbar, w dasz 

(1) cos*V = (f&/ + (fa7 
ist. 

Nun nehmejn wir 

[b = >;(*), 

( 2 ) \ 

(b'szi%(t) + i{t)dt 

in (1), so folgt 

( 3 ) cos* V = (fg)* + <(f£) + (fj) 

= 2(cV + 2(ci)(c S )^ + (cj) 1 W, 

so kann man sagen, dasz der Winkel V zwischen dem Kreise (j, £ 
+ £<#} und der Kugel 6 mit (3) gegeben ist. 

Nehmen wir 

! b a cos a + a' sin a 

b’ — c cos /9 + c' sin 

in (1), so folgt 

( 5 ) cos' V = {(fa) cos a + (fa') sin «} + {(fc) cos /5 + (fc') sin /?}' 
=(fa) cos' a + (fa'/ sin' «+2 (fa) (fa') sin a cos a 
+ (fc)‘ cos' /3 + (f c'J sin* ft + 2 (fc) (fc') sin /3 cos ,3 . 

Gilt 

( 6 ) b' = a' cos a + a" sin a 
in (5), so folgt 

( 7 ) cos* V=( fa/ cos* a + (fa'/ sin’ a + 2 (fa) (fa') sin a cos a 

+ (fa')* cos’ a+(fa"/ sin*a+2 (fa")(fa') sina cos a. 

Ist 

( 8 ) A' = sin a — a' co 3 a 
in (5), so folgt 


(1) TAKASU, T.: Differentialgeometrien in den Kugelraumen, Bd. 1, (2938), Tokyo, 
S. 364. 
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( 9 ) cos ! V=(fa 7 cos*a+(fa / ) s sin*a+ 2 (ca)(fa / )sin«cos« 

+ (fa)* sin* a + (£a'f cos* a— 2 (?«) (c a') sin « cos a 

= (cV + (cV)*. 

(I) Im folgenden mdgen wir die Kreisgeometrie in R 2 unter- 
suchen. 

Wir betrachten 


( 1 ) 

so folgt 

( 2 ) 


1) = (s£) f + (i?) ? . 


{(&>) = ( 5 *), 


daraus ergibt sich 


! cos 0, = cos <p t , 

COS 02 = COS <f t , 

wo ij, £ und 5 die Kreise in R 2 , £ und c zueinander senkrecht sind. 

In den oben geschriebenen Gleichungen ist f x der Winkel zwischen 
? und 1), <f, der Winkel zwischen 5 und c, 0 2 der Winkel zwischen c 
und tj, f, der Winkel zwischen 3 und c . 

Weiter kann man finden : 


(4) (jlj) = (8c/ + (3^/, 

daraus ergibt sich 

( 5 ) cos 0 ! = cos* <Pi + cos* </> 3 

wo 0, der Winkel zwischen 5 und <p 2 der Winkel zwischen 3 und c, 
03 der Winkel zwischen 3 und c ist. 

Man kann 

( 6 ) 5 = ( 8 ?) * + ( 8 $)? + ($1 + - 

untersuchen wie oben, wo 

( 7 , j 'M- 
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(J) 5 und j in 

( 1 ) *8 = S + i\) , 

( 2 ) i 8 = jc - ft) 

bezeichnen die Kreise in R 2 , wo s ein Punkt, der auf dem Kreise t) 
in Rj liegt. 

Aus (1), (2) folgt 

( 3 ) — (88) = (5S) + (W) = 1 . 

so kann man wissen, dasz 8 und 8 einander beriihren, wo i = ■/ ist. 
Aus (1), (2) esgibt sich 

(S = (5 + 5) *:2, 

(4) 

(l) = <8 - 8> : 2 , 

daraus folgt : 

{5 + 5 > * : 2 

bedeute einen Punkt in R s , 

<5 — 5> : 2 

bedeute einen' Kreis in R, . 

Aus (1) folgt 

( 5 ) i (as) = (si)) + i 0)S) = o , 
so kann man wissen, dasz j auf 8 liegt. 

Von s» 8 gilt das gleiche. 

(K) Im folegenden mOgen wir Thomsens Arbeit ci) untersuchen. 
Wir kdnnen 

(i) _^_ = _L = /pf) 

dt p V (dbdb) 

setzen. 

Aus (1) ergibt sich 


(1) THOMSEN, G. : fiber konforme Geo., II, Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamburgischen Univ., IV Bd., S. 126. 
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Wenn b eine Eilinie ist, deren Inhalt A gleich ist, so kommt zustande 


<3) 

Weiter gilt 0) 

< 4) v'^[ = 3Stany ' ,, ' 


d. h. 


Oder 


d. h. 


(5> ■£-</(#$> “ 3tan? ’ 


< 6 > iiv'% I— >»■ 


(7) 

wo <p die Deviation von b ist. 


( 3 ) 

Die folgenden Zeilen bilden eine Fortsetzung der in dieser Zeit- 
schrift erschienenen Arbeit W) „Beitrdge zur Geometrie der Kreise und 
Kugeln (V)“ §1, deren Kenntnis daher vorausgesetzt wird. 

(A) Gilt 


(1) MATUMURA, S.: Ober einen affingeometrischen Satz und die Deviation ebener 
Kurven, Tohoku Math. Journ. 36 (1933), p. 189. 

(2) MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (V), Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. V, S. 303, § 1. 
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( 1 ) T*" = const. (=») 
in 

(2) cos* <p = T a *f>aPt , 
so folgt 

( 3 ) cos* <p - k? (Pi + ^7, 

d. h. 

(4) cos <p — ± k(p, + (>,). 

Gilt 

( 5 ) (T «)* - T"T** < 0 

in (1), so nimmt cos*f den Wert imaginar. 

(B) Wir betrachten 

( 1 ) COS* <P — • 

und setzen 

(2) ' /=cos*^ = T* = T*V./» 1 , 

* 

wie ublich. 

Wenn <p — \ , so 

(3) /= 0 

Hat (3) eine Doppelwurzel, so ist 
( 4 ) D = (T 1 */ - T U T** = 0 . 

Wenn wir die 2 Veranderlichen p, einer linearen Transformation 
p —> p folgendermaszen unterwerfen : 

(5) 

so erhalten wir leicht aus (5) 

(6) D = (T’7 - T n T** = A* • D . 

Ist also D=0, so ist auch D=0, d. h. die Eigenschaft, ein voiles 
Quadrat zu sein, ist auch bei / vorhanden ; sie ist bei p-*p nicht 
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zerstOrt Oder invariant. D ist eine Invariante der Form / oder auch 
D=0 ist bekanntlich eine bei />—>/> invariante Gleichung. 

Setzen wir 

( 7 ) /, = T ‘V.ft , 

( 8 ) U = T *'p.p t , 

so folgt 

( 9 ) A, — 2 {T : T !; - (T 15 /) , 

(10) A 2 = 2{T l T 2 '-(T 15 )*}, 

( 11 ) A u = T'T 22 - 2 T l T 12 + T 22 T n , 

(12) R = A,A 2 -? 2 , 

wo \ , A 2 die Diskriminanten von /, und /- , A,* eine simultane In- 
variante von /i und / 2 , R die Resultante der beiden Formen /, und 

U ist. 

Bildet man mit Hilfe des Parameters t die neue quadratische 

(13) / = /, + #, 
so ist deren Diskriminante 

( 14 ) A = /\i + 2A W / + *' 2^" • 

(C) Wir betrachten 

( 1 ) cosfy = • 

Ist nun fur die beliebige Wahl der Urvariablen 
( 2 ) T B? = cV , 

so kann man 

( 3 ) cos* <p = a'a'ptPt 

= a*p, • 


setzen. 


Aus (3) kann man wissen, dasz wir 


(4) cos <p —a a p, 
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setzen kOnnen, wo <p zwischen der Kugel und dem Kreise in R, ist. 

Wenn o‘/>» — 0 gilt* so sind der Kreis und die Kugel in R s zu- 
einander senkrecht. 

(D) Wir setzen 

( 1 ) cos* <p = 

in 

( 2 ) cos* <? = 

und untersuchen von dem Standpunkt der halbsymmetrischen Unter* 
ragungen aus. 

Fur die geodatische Differentiation einer Uberschiebung gilt die 
Gleichung 

( 3 ) o (cos* <p) — /yV + - crfpxv'dx' 1 , 

wo x" die Urvariablen sind. 

Ist die Ubertragung uberschiebungsinvariant, so folgt 

( 4 ) ctl = 0 . 

Ist die Ubertragung inzidenzinvariant, so hat c$ die Form 

( 5 ) cvl = , 

wo Cx ein beliebiger Vektor ist. 

In unsrem Falle gilt 

( 6 ) = 0 , 

wenn v* und p ff zueinander pseudoparallel urn verschoben werden. 
Wir betrachten 


(7) cos - ’ <p + + 1 =0, 

d p f 

so folgt 

( 8 ) T*V«Pi» + 2 T*V« + 1 = 0. 


(9) 


P = 


Pip. 

QVn + 1 


sind die projektiven Transformationen, die eine Gruppe bilden. 
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(E) Wenn 

( 1 ) D‘ i ’ = ftT af - vA‘ p 
in 

( 2 ) cos* <p — {T*'>«/ > o> : {A a *p,p f ) 
gilt, so kommt zustande 

( 3 ) {D » P . Pt ) : (A “>./>,} = ii cos* <f - v , 

denn aus (1) ist zu erhalten 

( 4 ) <D*-V./V> : <A'Vw>,> = P i’T’p.p,) : {A *■>./>«,} - v . 

Gilt 

( 5 ) D ofi prop. A‘ p , 
so folgt 

( 6 ) D* 1 * = , 

daraus kommt aus (.1) zustande 

(7) {T*V.ft):{A-V./» f >=(i + v) :A . 

d. h. 

( 8 ) cos*^ = (i + v):/i. 

(F) Wir betrachten 

( 1 ) cos* <p = T°V.,°,i , 

und 

( 2 ) cos* y = T ‘ » 

so folgt 

( 3 ) cos* : cos* <p - {T af p a p,} : {T*V«/ , i>} 

= {T“ + 2T 12 f+T 2 Y} : ( T“+2T , *f+T *¥ ). 

Berechnet man 

( 4 ) d/dt (cos* f : cos* <p } = 0 , 
so folgt 
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( 5 ) (T 12 + V 2 1) (T 11 + 2T 1J t + T 22 f) 

- (T 12 + T 22 1) (T 11 + 2 T 8 1 + f n f) = 0, 


Oder 


( 6 ) ('I' 12 !' 22 - T“T 12 ) f* + (T"T 2 * - T"T U ) t 

+ (T'T 12 , j' 12 T 11 ) = o . 

Ohne der Allgemeinheit zu schaden, kann man annehmen : T"4=0, 
so dasz die Diskriminante = (T U T“ - T 22 f") 2 -4(T 12 T 22 — T’^x 

('j'li'j'tt 'j' 12 'puj _ 4 t (X 11 ) -2 (T U T 12 T 12 T") 2 + [T 11 T 22 T^T 11 — 2T 12 x 

(T n T >2 - T 12 T 11 ) ( T u )- 1 ] 2 > 0 , wenn T“ ? , T 01 ' und />. reell sind. 

Deshalb gibt es im allgemeinen zwei verschiedene reelle Wurzeln. 
(G) Aus 


( 1 )' cos 2 <f = T 

folgt 

(2) tan? = ±i/l-cos? : i/l+cos? 

= ± Vi ■ Vi+ Vr’-pTp't , 

so kann man 

* 

^ 2 j tan ?,/2 — tan <fj2 . tan ?,/2 — tan <pJ2 
tan <pj2 — tan <pj2 * tan ?,/ 2 — tan <pj2 

berechnen. 03 


( 4 ) 

Die folgenden Zeilen bilden eine Fortsetzung der in dieser Zeit- 
schrift erschienenen Arbeit (2) „Kugelgeometrie von Mobius,“ deren 
Kenntnis daher vorausgesetzt wird. 

(A) Die Minimallinien auf der Kreisflache sind 

(1) Vgl. TAKASU, T.: Differenfialgeo. in den Kugelramen, Bd. 1, Tokyo, (1938), S. 
398. 

(2) Nakazima (“■MATUMURA:, S.: Kugtlgeometrie von Mobius, Mem. of theFac. 
of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. 2 (1929), p. 36. 
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( 1 ) (0,6,) df + 2 (6 A) dtdr + (6 A) dr 2 = 0 , 

wo Tf=(6AJ— (0,6,) (6 A) nicht identisch verschwindet. 

(1) bildet ein Netz von unendlich kleinen Parallelogrammen in 
der tr -Ebene. 

Mittels zweier Parameter u, v kann jedes vollkommene Parallelo- 
gramm-Netz in der Form 

( 2 ) t = U,(w) + V, (v), r = U s (m) + V 2 (t)) 

dargestellt werden, wo U, , U s nur von u und V, , V 2 nur von v ab- 
hangen und die Funktionaldeterminate <3) 

( 3 ) UJVJ - U-5VI 

nicht identisch verschwindet. 

Indem man von den beiden Kurven 

( 4 ) e, = 2U, (m), A, = 2U (m) und = 2V, (v), A s = 2V S ( v ) 

ausgeht, kann man alle Kurven des Netzes dadurch erzeugen, dasz 
man von alien Strecken, die von irgendeinem Punkte der einen Kurve 
nach alien Punkten der andem gehen, die Mitten bestimmt. 

Aus (1) folgt 

( R ) = — (PAA t: P 

dt (OA) ’ 

wenn D einer der beiden durch D 2 = (0,0 — (0,0,) (0 X 6 Z ) definierten 
Funktionswerte ist. 

Die Integralkurven der Differentialgleichung (1) bilden ein voll- 
kommenes Parallelogramm-Netz, wenn solche Punkte der Integral- 
kurven einer der beiden Gleichungen (5), denen dieselbe Tangenten- 
richtung zukommt, eine Intergalkurve der andern Gleichung (5) aus- 
machen, d. h. wenn 


( 6 ) 


- ( 6 A ) t D 
(OA) 


= konst. 


(3) SCHEFFERS, G. : Eigenschaften der Integralflachen der partiellen Differential- 
- gleichung s*-r/=konst,. Math. Z. 3 (1919), S. 112. 
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die Inregrale von (5) sind 

Da sich die letzte Gleichung auch in der Form 

(7 ) = kon St . 

scljreiben laszt, dasz die hieraus durch Differentiation hervorgehende 
Gleichung durch das Einsetzen des Wertes (5) von dr : di befriedigt 
werde. 

Daraus ergeben sich die Bedingungen 

r -(B,8,)(6AX e A)t +(«AX« 1 W»). + ( *A)(0 
-(0A) 2 (*A)« + (*A) DD, -D 2 (BAX = o , 

( 8 ) 

(8,8'XWD' - ( *A)D !W-(WW + ( WD(»A)t 
, -(*A) D (0AX + ( W D (BAX = o . 

(8) gehen in die Bedingungen uber: 

((MtX*A).-( WW- 2 <(*,WM-(*A)(Wt> , 

(9) 

((WM-MMJ,* -2<(WW-(WW) • 


Dies sind also die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
daffir, dasz die (>1 ), in der (Bfi^f — [6,6,) (Mi) + 0 ist, ein vollkom- 
menes Parallelogramm-Netz in der tr -Ebene definiere. 

Weiter kann man Scheffers Arbeit C3) auf meine Arbeit <2) anwen- 

den. 

(B) Wir betrachten 

( 1 ) ds 2 « {(8,8.) dt '■ + 2 (BA) dtdr + (0A) dT 2 } : A -1 . 

Wenn (1) ein Radialnetz ist, so folgt w 
( 2 ) ds 2 = T-d? 4 2 (BA) dtdr + dr- . 

Nehmen wir an, dasz zwei Minimallinien 
( 3 ) Adt 1 + 2 (8 AX dtdr + dr 2 = 0 
und 


(4) VOSS, A.: Abbildung kriimmer Flachen, Mathemat. Annalen 19 (1961-82), S.22. 
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( 4 ) r 1 dt- + 2 (OA'h dtdr + dr = 0 

auf zwei Kreisflachen Fi bzw. F 2 liegen. 

Die Abbildung ist flachentreu, wenn die das Linienelement auf 
beiden Kreisflachen darstellenden quadratischen Formen 

dsr, = r\ df + 2 (0,0-t)i dtdr + dr , 

dsi = r* df + 2 dtdr + dr 

dieselbe Determinante besitzen, die dann, weil die beiden Formen de- 
finit sind, einen positiven Wert hat. Also ist 

ri-(Wf = r!-(W“ A>0. 

Bei jeder Abbildung gibt es in jedem Punkte zwei sich zu zwei 
Kurvennetzen zusammenschlieszende Richtungen, in denen die Abbil- 
dung langentreu ist, also dsi = dsi ist. 

Diese Richtungen ergeben sich aus den Wurzeln der quadratischen 
Gleichung 

S = dsi — dsi = (q - rl)dt l + 2 - (0A)*} dtdr = 0 . 

Weiter kann man Lagallys Arbeit ci) an meiner Arbeit' 15 anwen- 

den. 

(C) Im folgenden mtigen wir die Anwendung von der Kugel- 
geometrie auf die analytische Dynamik erklaren. 

Wir betrachten das Radialnetz (,) auf der Kreisflache, so kann man 
setzen 

( 1 ) ds 2 = rdf + 2 ( W dtdr + dr , 

wo ds das Bogenelement ist. 

Der Massenpunkt hat die kinetische Energie 

(2) T = J{r ! <‘ + 2(9A)ir + r i }, 

(1) LAGALLY, M.: Ober die Zerlegbarkeit von flachentreu aufeinander abgebildeten 
Gebieten in unendlich kleine, paarweise kongruente Teile, Math. Z. (1920), S. 
143. 

(2) NAKAZIMA, S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ. Vol. 2, S. 36. 

(3) Vgl. (4) in (B). 
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und die LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen lauten: 
d / n \ _ 8T 3V 

^ ^ '' d t'd i' 3 1 3f ’ d~t ' 3r ' 3r 3r ' 


Sie kOnnen auf die Form gebracht werden: 

( 4 ) {r 2 - ( W> + (W ^ 

+ fj(W®-(W: } 

- 2irr(W-r s lMil, 


u. s. w. , 

wo f f in Whittakers Buch bedeutet. 

Weiter kann man untersuchen wie in Scheffers Buch. (1) 

(Dj Im folgenden mdchten wir eine Kugel als Kreisflache be- 
trachten. 

Wenn c (t, r) auf der Einheitkugel ein aquidistantes System ist, 
so kommt zustande 

( 1 ) {did) = df — 2 cos ^ dtdr + dr"- . 

Also sind die Minimallinien mit 
( 2 j df — 2 cos <p dtdr + dr- = 0 
gegeben. 

In dem Falle gilt 

(0,0.,) = - cos <P 

wo (0,0,) in meiner fuhren Arbeit (2) steht. 

(E) Sind x, y, z die Koordinaten auf der Kreisflache, so hat 
die Tangente der Parameterlinie (r) den Richtungskosinus c,) 

(X) WHITTAKER, E. T. : Analytische Dynamik der Punkte und Starrenkorper, Berlin 
(1924), S. 433. 

(2) NAKAZIMA (« MATUMURA), S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. of 
Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 

(3) SCHEFFERS, G.: Theorie ker Flachen, Berlin und Leipzig (1922) , S. 34. 
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(1) 

Xi 

y, zt 



1 /(w ’ 

’ vW«) ’ 



wahrend 

die 

Tangente 

der Parameterline ( t ) den Richtungskosinus 

hat : 






(2) 

Xx 

yx zx 



AW ' 

Am ’ Aw * 



Weiter 

erhalt die 

Gleichung ( 12 ) in 

Scheffers Buch die 

Form m : 


X, 

>'« 

& I 




Am 

vW*) 

i/(*A) | 


(3) 


Xt 

■Vx 

Zx 

, 


Am 

vWx) 

AW 

! . 

! 

i 



y> z-t—z, y t 

2/ Xt X( Zt 

jz t yx—yt_Xx 

i 

i 


i'(W(W-fW y(W,)( W-(Wf AMWWVW 


Die Gleichung der Asymptotenlinien auf der Kreisflache ist 
( 4 ) L df + 2 Mdtdr + N dr 1 2 = 0 , 
wo 


(5 ) 


t = (¥.“&£*) 

awxwaw ’ 

M = _ Sx) 

Amxw-(w ’ 

JJ — _(?xx X* Xx) _ 

/(WW'-'CW 


gilt. (S) 

Der Nabelpunkt (d. i. der regulare Punkt einer Kreisflache, in dem 


L = _M_ = N_ = _1_\ 

(W (W (W p ) 


(1) Scheffers, a. a. 0., S. 35. 

(2) BLASCHKE, W.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie 1 (1930), S. 99. 
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heiszt nach Downs 03 der zirkulare Punkt, wenn l//> + 0, und der 
planare Punkt, wenn 1 Ip — 0 ist. 

(F) Man kann den folgenden Satz beweisen. 

Satz : Das von unendlich benachbarten Parameterlinien (r), ( r + *)> 
(r-b2®), ... und (t), (t+e), (t+ 2e), ••• fur lim e— 0 gebildete Netz auf 
einer Kreisflache hat dann und nur dann tauter gleich grosze Paralle- 
logramme, wenn die Groszen 

(0,0,)(0,0 T )-(W 

und 

(9,0,) df + 2 (0,0,) dtd- + (0,0,) dr[) 
ds* 

konstant sind. Dabei wird vorausgesetzt, dasz die Parameterlinien keine 
Minimallinien seien, wo ds die Bogenlange sei. c * 3 

( G) Wir betrachten die Kreisflache einer konstanten mittleren 
Krummung. 

Es ist also 1 fur diese Kreisflache 03 
( 1 ) 1/R, + l/R, = h = const. . 

t 

Aus (1) folgt 

(2) U / (0,0,) + V / (0,0,) = 0 , 

Oder, wenn 1 einen Proportionalita'-.sfaktor bedeutet, 

(3) (0,0,) = 1U, (0,0,)=- AV, 

wo U eine Funktion von u allein, V eine solche von v allein bedeutet. 
Das Linienelement der Kreisflache lautet also : 
df = X(dt + d r‘). 

(H) Wir betrachten die Kurvenscharen auf der Kreisflache. 

(1) DOWNS, T. L.: Asymptotic lines trough a planar point of a surface and lines 
of curvature through an umbilic, Duke math. J. 2, 415-422. 

(2) SCHEFFERS, G.: Theorie der Flachen, S. 46. 

(3) KOMMERELL: Theorie der Raumkurven und krummen Flachen, II, Berlin un 
Leipzig (1931), S. 21. 
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Wenn die zu zwei Werten dr : dt und dr :dt gehdrigen Fortschrei- 
tungsrichtungen vom Punkte (t, r) der Kreisflache aus miteinander 
einen Winkel bilden, so ist (,) 

( 1 ) COS a = 

(0,6,) dtdt ± (W { dtor + d rdt ) + (Wd rSv 

V(6,0,) df+ 2(0 A) dtd r +(0 X 0 X ) d r* V(0flSdt- + 2 (0,0 X ) dtdr + (0 x 0 x )d? 

Wenn a = it / 2, so 


(2) 

(0,0,) dtdt + (0,0 X ) {dtd r + drdt) + (0 x 0 x )drdr = 0, 

d. h. 


(3) jl 

:w%r- (W%f\ * - «• 

Ersetzt man sie unter der Einfluhrung eines Proportionalitats- 
faktors durch 

(4) 

(a, =,vj(« A )*£. ,)*£}. 

so findet man 




wo 

<p(t,r) = const. 


ist. <2) 

(I) Weiter kann man klar machen den folgenden w 


(1) SCHEFFERS, G.: Theorie der Flachen, S. 107. 

(2) KNOBLAUCH, J. : Grundlagen der Different! algeometrie, Berlin und Leipzig (1913) , 
S. 130. 

(3) Vgl. SCHEFFERS a. a. 0., S. 79. 
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Satz : Liegt eine Kreisfldche mit dem Bogenelement-Quadrat 
ds 1 = 1/A {(0,6,) dt- + 2 (OftJdtdT + (0,0,) dP) 

vor, so findet man ein thermisches Parameterpaar 1 und ", indent man 
Integrele t und r der beiden in der Gleichung 

(6,0,) dt + 2 (0,0,) dtdr + (6,6,) dr * = 0 

enthaltenen Differentialgleichungen der Minimalkurven bestimmt und 
dann 

1 = \ (t + r), T = - l i (t - r) 

setzt. 

(J) Man kann den folgenden Satz beweisen. 

Satz r Haben zwei Kreisflachen 

S = S(*, r ) 

und 

= r) 

mit den Parameiern t, r bzw. 1, r einenPunkt gemein, so beruhren sie 
einander dort m mindestens n U t Ordnung, wenn es eine Substitution 

A t = A I0 ^\ + A ot /^r + 1/2! (A so A t' + 2A„A<A r ■+ A^A 2 ") 

+ ••• + 1/(m + 1)! (A„ h , oAi B+1 + ••• + A 0>n+1 A r " hl ) , 

A* = l l uAt + /^ ol A r + 1/2! (froAf + 2{iu'±tAr H- /'osA 2-5 ) 

+ ••• + l/(w+l)! (^„+i,o A’ ,n + ••• + /'o.h+iA 2 ”* 1 ) i 

worin A w ft,,—/* 10 A 01 von Null verschieden ist, derart gibt, dasz diejenigen 
Reihen nach Potenzen von At und A T , die aus der Entwicklung 

S - 9 = (g At + t% AT) - (# A t + if-Ar) 

+ 1/2! [(&Af + 2t„AtA- + f„Ar l ) 

- (\)° rr A t + 2 ^-AfAr + A?)] + - 

durch jene Substitution hervorgehen, fret von den Gliedern erster bis 
n u ‘ r Dimension in At und A T werden. 
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Dabei deutet der Index Null iiberall an, dasz die Ableitungen 
h . tyf, usw. der Koordinaten j bzuf. q nach den Parametern t und 
r bzw. t und t jur den gemeinsamen Punkt beider Flachen zu bilden 
sind. m 

(K) Wir setzen (2) 

L n = (0,6,), L 12 = (6,6,), Ljs = (6,0,), t r= u l , ~ u\ 

Li* sei G,* w ahnlicher Tensor, d. h., 

L ( * ^ (u , u") Ga • 

Wann schneiden sich die Kurven der Scharen 
Pi du* — 0 , Q* = 0 

der Kreisflache (a:) im Sinne der durch L,* bestimmten Metrik allent-. 
halben orthogonal? , 

Die Gleichung 

Pi it 1 = 0 

bestimmt im Punkt x der Kreisflache ein Paar orthogonaler Vektoren 
P t und u‘. 

Soil auch Q* ein zu P, senkrechter Vektor sein, so muss er zu 
u‘ parallel sein ; es ist aber 

da aber 

u, — f* (u\ u 2 ) Q l 

sein musz, so erfolgt, dasz die gesuchte Bedingung 
L U P*Q* = 0 


ist. 


(1) SCHEFFERS, G.: Theorie der Flachen, S. 173. 

(2) NAKAZIMA, S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of Fac. of Sci. and Agri., Tai- 
hoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 

(3) BLASCHKE, W.: Vorlesungen tiber Differentialgeo. II (1923), S. 152. 
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(L) 1st <p der Winkel, den eine beliebige Fortschreitungsrichtung 
dt : dr mit der Kriimmungslinie 

( 1 ) r = const, 
einschlieszt, so ist, da (#A) = 0 ist, 

(2) tan? = /(MO dr : V(0,d,j dt 

Oder, wenn ^ einen Proportionalitatsfaktor bedeutet, a) 

(dt = A /(Mi) cos <p, 

(3) 

(dr = A /(0,0,)sin?. 

(M) Wir betrachten des Paraboloid 0 ’ 5 
( 1 ) 2z = a (j? + y-) 

als Schiebungsflache, so kann man setzen 


/(<W = (l/f + a 2 ):(l/r + a 2 ), 
(2) |(W = fl s :(l/r + /), 

’ »(M0 = 1, 


wenn wir es als Kreisflache ansehen. 

Denn es gilt : 

, o \ (1 ft + a 2 ) _ a 2 _ 1/r + a 2 

' («A) (W (MO ’ 


(MO = 1 • 


In unserm Falle sind die Gleichungen von Minimallinien 
( 4 ) (1 It + a 2 ) dt + 2 ddtdr + (1/r + d) dr* = 0 . 

(N) Wir betrachten die folgende Aufgabe: 

Gegebett sind zwei Kreisfldchen S, S'; es ist zu untersuchen, ob sie 
aujeinander abwickelbar sind; und wenn dieses der Fall ist, sollen die 
darauj beziiglichen Gleichungen au/gestellt werden. 

Nun nehmen wir an, es seien 


(1) KOMMERELL: Raurakurven und Flachen, II Band, S. 27. 

(2) ElSENHART, L. P.: A treatise on the differential geometry of curves and sur- 
faces, p. 230. 
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(<p(t, t) = <p(f, t'), 

(!) ] 

= fit'll ■ 

zwei unabhangige Beziehungen zwischen t, r ; t\ t\ welche das Gesetz 
darstellen, nach dem unter der Voraussetzung der Abwickelbarkeit 
der Kreisflachen aufeinander die Punkte der einen Kreisflache denen 
der anderen entsprechen. 

Aus Lukats Buch co folgt : 

(0,8,) dt + 2 (0A) dtdr + (MO dr- 

_ Ai i'dtf - 2V (f, </’) d<pd</> +_Ai<pdf 

AifAd’ - V 2 (?, <P) 

(8„8„y df- + 2 (O.A.ydfdr' + (OM'dA 

A'tfdf'"- - 2 v' (f\ <P') df'dp' + A Wdfp 

"a^W-a 


wo 


Aif = 


V(?, 0 = 


(*W(W-(W 

l,,i 3r 8: U A 3/ dr Zr 9t/ { *t 


(OAjiW - (W 


a:^ = - 




(0 u 0,.hw*.) - V"0«y 


u. s. w. . 


(O) Auf einer Kreisflache S nehrnen wir zwei Kurven C und 
C' an, die nicht geodatisch parallel sind, und wahlen als Parameter- 
linien t, r die geodatischen Parallelen C und C\ als Parameter t die 
geodatische Entfemung von der Grundkurve C und als Parameter r 
diejenige von der Grundkurve C'. 


(1) LUKAT, M.: BlANCHIS Vorlesungen iiber Differentialgeo. S. 182. 
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Aus den Fonneln in Lukats Buch <0 ergibt sich 


(1) 

X 

= 1, 

(0,0,) - (0,9 f 

(2) 

(0,0,) X 

= 1, 

(O,0 t ) - (6,9 J 

(3) 

m) = i , 


(4) 

(W = 0, 



wobei 1 in meiner Arbeit c2) steht. 

Also ist die Gleichung der Minimallinien 

( 5 ) df + dr 2 = 0 

und gilt 

( 6 ) ds 2 = dir + dr 2 , 

wo ds die Bogenlange bedeutet. 

Fiihren wir nun als neue Parameterlinien die Kurven : 

( 7 ) t + r — const., t — t — const. 

ein tind setzen noch : 

(8) t + t = 2a, t — r = 2/3 , 

so erhalten wir: 


(9) 


ds* = 2 {do 8 + d/3 2 } , 
cos w = 0 , 
sin to = 1 , 

.w = sin’ 1 {/(W-TW) . 


(P) Wdhlt man als Flachenparameter u und v speziell die 


(1) LUKAT, M.: BlANCHIS Vorlesungen iiber Differentialgeometrie (1910), S. 162. 

(2) NAKAZIMA, S. : Kugelgeometrie von MOBTUS, Mem. of the Fac. of Sell and 
Agri., Taiboku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 
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Polarkoordinaten r und v der xy -Ebene, so erhalt die Gleichung' der 
gegebenen Flache die Form 

( 1 ) x = r cos v, y = r sin v, z = Z(r,v), 
so folgt' 1 ' 

(2) E = 1 + z* , F = ZrZc, G = r + z; , 

wo E, F, G die FundamentalgrOszen erster Ordnung sind. 

Also gilt fur die Kreisflache 

J-'(0 r 0,) = l + r r , 

(3) * ZrX,, 

'i-'(W,) = r + d, 

wo ( 0 r 0,) t (0,.0„), (Ofi,) unsere FundamentalgrOszen sind. 

(Q) Wir betrachten zwei Kreisflachen K und K, und zwei Mi- 


nimallinien 


(1) 

(0,0,) dt + 2 (0,0,) dtdr + (0,0,) dr 2 = 0 

und 


( 2 ) 

(0j,) dt 2 + 2 (0,0,) dtdr + (p‘,) dr- ^0, 


die auf K bzw. K liegen. 

Setzen wir 

_1_ = W + 2(W > + (W 
P (0,0,) + 2 ( 0 ,e,)o + (o,o,y ’ 

wo a = dr :dt ist. 

Berechnet man 

(4) d/da (1/P) = o, 

so folgt 

( 5 ) {(0,0,) -f (0,0,) a) im) + 2 (fflx) a + (Oj,) r) 

- aw + (w*) aw + 2(0 a) a + (w**} = o 

(1) FISCHER, H. L : Der Verlauf von Integralkurven einer Differentialgleichung erster 
Ordnung in der Uragebung eines vorgegebenen Punktes, Deutsche Mathematik, 
Zweites Heft (1938), S. 173. 
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oder 

( 6 ) {( w (W - (M-t) (W) s + im) (Mx) 

- (M,)(¥«)} * + {(0fi,)(0A) - (W(W = 0 . 

Unbeschadet der Allgemeinheit kann man (0,0<)+O annehtnen, 
so dasz die Diskriminante = {(0,0,) (0A)— (0 x 0x) (0A))*- 4 {(0,0 X ) (Mx) 
-(W(M0) <(M)(W-(W(*A)> = 4D {(ofi,)Y l W)(o,e.) 
- (e,o,)Y^[( 0 , 0 ,) (i 0 . \ o x ) - ( 0 X (0, - 2 (M,) {(0, 0,) (0 4 0,) 

-(W(W)(W , ] , >0, D 2 = (W(W-(W, wenn die 
Flache und das Parameter reell sind. 

Deshalb gibt es im allgemeinen zwei verschiedene reelle Wurzeln. 03 

1st eine Kreisflache konstanter negativer KrQmmung auf ihre 
Haupttangentenkurven bezogen, so wird das Langenelement dutch den 
Ausduruck 

( 1 ) ds 2 = dt* + 2 cos z ( t , t) • dtdr -f dr 2 
gegeben, 0 * 3 wo 

( 2 ) '(0,0,) = 1 , (0A) = cos z, (0A) - 1 , X = 1 . 

Die Gleichunjg von den Minimallinien ist 
(3) df + 2 cos z dfdr + dr* = 0 . 

Mittels der bekannten Gleichungen 
( 4 ) cos £ = cos z , sin £ = sin z 

fiihren wir den Winkel Si zwischen den Parameterlinien t, r ein. 

Indem wir namlich die erste dieser Gleichungen nach r differen- 
zieren und fur sin Si den durch die Gleichung gegebenen Wert ein- 
setzen, erhalten wir 

/ 1 \ ZQ l 0cosz 

( o ; - -5— = -- — • — g — . 

or smz Or 

(1) TAKASU, T.: Differentialgeometrie in dem Kugelraumen, Bd. I (1938), Tokyo, 
S. 214. 

(2) VOSS, A.: Ober ein neues Frinzlp der Abbildung k rummer Ober-FI£chen, Math. 

Annalen, Bd. 19, S. 1. 
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Weiter kann man die Formeln in Takasus Buch (,) in Betracht 
nehmen. 


( 5 ) 

Die folgenden Zeilen bilden eine Fortsetzung der in Tohoku Math, 
loum. erschienenen Arbeit <5) „Differentialgeo. der Kreischaren , X, XI, 
XII“ § 3, deren Kenntnis daher vorausgesetzt wild. 

Wir betrachten 

/ 1 a a _ Gudu'du? 

008 gijdu'du* • gtjd^du 1 2 

_ Gn du‘ du j 
Dij du* du J 


( 2 ) gij du 1 du 1 • gij dtfdu* = (D y du* du J f . 

In unseiem Falle gilt 

(cos 0i • cos = GfD , 

(3) 

(cos 0i + cos 0 2 = G #|, D a , , 

wo 0i , 6-2 die Maximum-und Minimumwerte von 0 sind. 


(1) Takasu, T.: Differentialgeo. in den Kugelraumen, I, Tokyo (1938), S. 267. 

(2) Nakazima, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, T6hoku Math, 
Journ., 34 (1931), S. 191. 




BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (XXVII) 

Sozi Matumura 

(Accepted for publication, July, 18, 1938) 

Im folgenden mdchten wir einige Satze uber die Kreise und 
Kugeln erwahnen. 


( 1 ) 


(A) Wir betrachten 

( 1 ) b = Aj + /A) + , 

wo i, i), 5 die Kugeln in R 3 , /*, v die Parameter sind. 

b bezeichnet die Kugel, die durch zwei Schnittpunkte von i, i) und 
5 geht. 

Aus (1) kann man wissen, dasz b eine Kugel ist, die durch den 
Schnittkreis von (jc, kj) und j geht. 

(j, b) bezeichnet eine Kugel, die durch den Schnittkreis von \ und 
l) geht. 

b ist auch eine Kugel, die durch den Schnittkreis (lj, $} und jc 
geht. 

(B) Wenn p und q zwei Punkte, a der Kreis in R, ist, so folgt 
aus 

(1) a -Ap =/iq 

(2) 0 = ft (qq) = (aa) — 2 A (ap), 
wo a nicht anf liegt, woraus folgt 

( 3 ) l== ~2W : 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Umv. Formosa, Japan, Vol. XXI. 
No. 6, September, 1938.] 
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so erhalten wir aus (1) 


<«> -w» + "- 

Wenn ein Kreis l) zu a senkrecht ist, so folgt 
(5) 0 = (at)) = (W) + A* (<M)> 


so ergibt sich 

( 6 ) ft 


(W) 

2(qt;)(ap) ' • 


Aus (4) ist endlich zu erhalten 
( 7 ) a = {\>:2 (ap)> + (typ) q: 2 (fl) (op)} . 


(C) 

(1) <P(h\?) = C 

bezeichnet die Kreisflache in R 3 , wo j* [«=I, II] die Kugeln in R 3 , C 
eine Konstante bedeutet und u % die Parameter sind. 

Aus (1) folgt 

t 

( 2 ) <p4u' + = 0 , 

wobei 

( 3 ) <p* = tip/W 

gesetzt is. 

In der Tat erkennt man aus dem Ausdruck 


( 4 ) d (Vidu 1 ) = ty'ftua • du*duk + , 

dasz das GrOszensystem nur dann einen Tensor bilden wurde, 

wenn 


(5) 


dV= 


_JV_ 

Wdtt‘ 


du k du l 


0 


ist. 
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Weiter betrachten wir 
( 6 ) <£ = la + S3, 

wo © und S3 zwei Kreise, a ein Punkt in Rj ist. 

1st jc ein Kreis in R s , so folgt aus (1) 

(7) (sO=l(a S ) + (®s), 

d. h. 

(8) (5«)=1, 

wenn sich £ und (£ beruhren und a auf j: liegt. 

Aus (8) kann man wissen, dasz sich ; und (£ beruhren. 

(D) Wir betrachten die durch u*=u‘(t ) gegebene Kugelschar 

a) = 

des Kugelsystems. 

Aus 

(2) j =y 1 M 1 + ss 

also 

( 3 ) Sjc = £<*;* mV - 

ergibt sich 

( 4 ) g a du* - 0 
mit 

( 5 ) ga = s<s* =— E = St* 

als kennzeichnender Bedingung dafur, dasz die gegebene Kugelschar, 
bei der sich konsekutive Kugeln beruhren. 

Weiter gilt 


(6) ?[«’(/+«)] = £+ «S + yS + ... = S+ 4^ 




2 

wo t ein Parameter, « eine kleine Anderung von t ist. 


+ , 



130 


S6zi Matumura 


(E) Im folgenden mOchten wir Thomsens Zeichen (,) benutzen. 

Es sei A„ ein behebiger Ebenenpunkt, betrachtet als Schnitt zweier 
Kurven, als Emhullung von Kreisen und der Netzes. 

Der Fortgang zu einem banachbarlen Punkte auf einer dieser Li- 
nieit werde, je nachdem er langs der ersten Oder zweiten vollzogen 
wird, durch das Zeichen d t Oder gekennzeichnet. 

Es sei also 

AuAjj = d x t , A|,A S1 = d}t . 

Nach der willkurlichen Annahme eines der beiden Punkte A w und 
A S1 kann der andere durch die Bedingung 

d x t — d 2 t 

bestimmt werden. 

Das unendlichkleine Viereck k n k x ,k K k iX , das von zwei Kurven- 
paaren des Netzes begrenzt wird, ist dann mit beliebiger Genauigkeit 
als Quadrat zu betrachten. 

Denn man hat 

I AuAyj = d 2 t d x d,t , 

AjiAoj ~~ d x t "t" d x d x t . 

Nun mdgen femer die Punkte A„ und A 31 durch die Festsetzun- 
gen 

AijA , 3 — AjjAjj , AjxA 3 i = A^Ajj 

bestimmt sein. Da 

f A|jA) S — d x t + d x d x t , 
i A s ,A at — d%t d x d t t 
ist, so folgen daraus die Beziehungen 
{d x d x t = d x d 2 t , 

ld s dj — d,d,t . ' 

(1) Thomsbn, G. • tlber koaforraa Geo II, Abh. aua dem Math. Seminar dec Hamb. * 
Univ., Bd IV, S. 117. 
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Wird durch A I8 die zweite, durch A S1 die erste Kurve des Netzes 
gezogen, so erscheinen auch die beiden unendlichkleinen Vierecke 
AjjA^Aj^Ajj und AjjAjjAjjAji als Quadrate. 

Das vierte in A^A^A^A^ ist jetzt vfillig bestimmt. 

Soil es ein Quadrat sein, so musz die Bedingung 

AjjAsj “* AjjAjj , 


d. h. 

d t t + d,d x t + d x (d x t + d t d x t) = d 2 t + d x d s t + d 2 ( d t t + d 1 d i t) 

Oder 

d x d^d x t — d%d x d%t 

gelten 

(F) Betrachten wir die Transformation 05 
( 1 ) f(u\ u') = A (u\ m ! ) s (m\ u 2 ), 
wo i* die Kreisflache, j die gewohnliche Flache bedeutet, da 
( 2 ) m 1 = t , u 2 — t 

gilt. 

Aus (1) ergibt sich <S) 
ds* = Ads , 

G** = A* G/i* , 

G r * = A- 2 G r * , 

~Tu~~ r u ~ + 2n Gw> 

h = n* + A-‘G’ ( [A*G„ + KGu - A,G u ] , 

, G’'Ef, = C'Er, , u. s. w. , 


(1) NAKAZIMA, S. • Kugelgeo. von MOB1US, Mem. of the Fac. of Sci. and Agn, 
Taihoku Imp. Umv., Vol. II, S. 36. 

12 Vgl. TAKASU, T.: Different! al kugelgeo, II, Science Reports of the T6hoku Imp. 
Umv. XVII, p. 505. 
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(G) Gehen wir auf einer Kugel 5 ein Paar von drei Punkten 

f[u = l, II, HI] 

und auf einer weiteren Kugel 3* ebenfalls ein Paar von drei Punk- 

* 

ten f vor, so gibt es genau 8 MoBiustransformationen des Raumes, 
die die Figur {35°} in die Figur {55“} iiberfuhren, wo £*, die Ku- 
geln in R 3 bedeuten. 

Wir kiinnen zunachst durch eine Ahnlichkeit 5 in 3* iiberfuhren, 
dann gehen die in ein Paar von drei Punkten jc° auf 3* iiber. 

Man kann dann auf vier verschiedene Weisen durch eine Kreis- 

_ * 

verwandschaft auf 3* die j* in die j“ iiberfuhren. 

Zu jeder solchen Kreisverwandschaft haben wir dann nach dem 
eben Ausgefiihrten noch zwei zugehorige Transformationen des 
Raumes. 

Diese 8 Abbildungen sind nun auch die einzig moglichen. Denn 
die Figur (3*J°} kann, wenn man die Identitat mitrechnet, nur durch 
vier Transformationen in sich iibergefiihrt werden. 

Zunachst gibt es zu der Identitat auf der Kugel 3* 4 Kreisver- 
wandtschaften, einmal die Inentitat des Raumes, dann die Inversion 
auf 3*, die alleJPunkte von 3* in Ruhe lasst. Dann gibt es die In- 
version auf 3*, die den Kreis durch die Punkte auf 3 punktweise 
in Ruhe lasst, und zu dieser gibt es 4 Transformationen im Raum, 
von denen man wieder die eine aus der andern erhalt, indem man 
noch die Inversion an 3* ausfiihrt. 

(H) Im folgenden mochten wir die Kreise in R 2 erklaren. 

1 st c ein Kreis und 3 ein nicht auf ihm gelegener Kreis, so ist 

( 1 ) 9 = 2 (5c) c - 3 

der zu 3 in bezug auf den Kreis ? inverse Kreis. 

Zwei Kreise £ und r t bestimmen einen Kreisbiischel, dessen 00 1 
Kreise C gegeben werden durch 

( 2 ) £ = «£ + /3jj 

wo a und irgendwelche skalare Zahlen sind. 

Aus ( 1 ) und ( 2 j folgt 
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( 3 ) (ft) = « (s*) + 2/3 (jf) (fy) - ( 3 fo 5 ) , 
daraus ergibt sich; 

( 4 ) cos 0i = « cos 0j + 2/3 cos 0 2 cos 0 3 — /3 cos 0., , 

wo 0i der Winkel zwischen C und t), 0 2 der zwischen 5 und c, 0 : , der 
zwischen c und < 5 , 0 4 der swischen <7 und 5 ist. 

( 2 ) 

(A) Im folgenden mochten wir die Geometrie auf der Kreis- 
flache (K) untersuchen. 

( 1 ) 6 -3 (0,9,) dt l + 2 (W dtdr + (W dr 1 = 0 
bezeichnen die Minimallinien auf (K). 

Nun nehmen wir ein anderes Kurvensystem 
( 2 ) Ls (/ill) dl 2 + 2 (WO d/dr + (/JO dr ! = 0 
auf (K), so folgt 

(3) vr-^rr4K;r 

wo 

n = ?.!?_(' 9 'iLL; sin(g, ,g t ) 
sin (/, , g s ) ' sin (l 2 , g 2 ) 

Ho; = mo*)(Ut) - 2 (w (/,/*) + m)(uj) 

: W*)(W-( W), 

k„ = {(wo(Wx) - (w,y : mwA) - (w> 

/i bezeichnen die Tangentenpaare von (1) bzw. (2) gelten / 0 
Wenn 

( 5 ) n = - 1 
in 3), so 

(1) KNOBLAUCH, J. : Grundlagen der Differentialgeometrie, Leipzig und Berlin 1913’ 
S. 469. 
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( 6 ) Ho/ = 0 . 

Die Forderung w=0 wurde 
( 7 ) Hi, - 4 K 0 , = 0 


geben. 

In Knoblauciis Buch n:> kann man die Deutungen von 


(8 ) 


<>(dt, dr) 


und 


(9) 


3(" ,L) = Q 

d(dt,dr) 


leicht erkennen. 


(B) In dem Falle der Kreisflache werderi die Relativkrummungs- 


linien mit 


gegeben. <l) 


; (dt)\ 

dtdr, 

( (dr? 

| (MO, 

-(W, 

m) 

1 (MO, 

-(W, 



(C) Wir betrachten auf einer Kreisflache eine Kurvenschar, 

(1) = C 
wo G eine Konstante ist. 

Fur die positive Seite von (1) gilt 

(2) tyss tf r > 0. 

ot or 


Nun nimmt die Bedingung der Orthogonalitat vot t und t' 

( 3 ) (9,8,) dtot + (0A) (dtdr + drfit) + (0A) drd r = 0 

(l Knoblauch, a. a. O., s. 470. 

(2) SALKOWSKI, E. : Affine Differentialgeometrie, Berlin und Leipzig, (1934), S. 171. 
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die Form an : 


( 4 ) j st + 


d<p 


(W J \Sr = 0, 


wo t und i' in Knoblauchs Buch'° stehen. 

Ersetzt man sie unter der Einfuhrung eines Proportionalitatsfak- 
tors durch 

d<p 


[»-'{ (MO 


so findet man 


( 6 ) *>= - (w-g-j % + !<w|f 


wo v > 0 gilt. 
(D) Wenn 


(1) ( ^)(^)-- 2(W ^-. +(W( ^y 

=/{m\ (w, (w> 

gilt, so folgt die nach a differentierte 


2 ) (mo — t—(d,0 z ) (11L 

V x) Zt dtda y ‘ T '\ dt 


dd dd d-d 


dt drd/ dr d(dr/ 


a. (a r\ n 

+ \ Pfit ) -5—^-5- = 0, 
or cro<y 


wo a ein Parameter ist. 


(1) KNOBLAUCH, J.: Grundlagen der Differentialgeometrie (1913', S. 131. 
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Aus (2) folgt 


( 3 ) a 'a P a + \m) 


9 (? ) d-dO/da (, 


3# 

"ST 


d. h. 

(4) A(0,fl=O, 

wo <p — <W3« ist. 


Aus (2) kann man wissen, dasz die Gleichung 8<?/8«= C also mit 
den beiden willkurlichen Konstanten « und C die geodatischen Linien 
darstellt. 05 


(E) Wir betrachten die besoneren Kreisflachen, deren Bogenele- 
ment ds mit 

( 1 ) ds = (0,0,) dt 2 + 2 (0A) dtdr + dr” 
gegeben wird. 

In diesem ‘Falle kann man setzen : 

( 2 ) MP 8 = (0,0,) a' + 2 (OA) «i3 + + ... , 

wo MP in Kleins Buch c ' 5 steht. 

Wenn s = J (<, r ) die Minimalflache bedeutet, so muss 

(3) » p?./^-(W0S/3jLj 

4 .J j (0A)-Zt/*r-(OA)-hl*t) Q 
' 8r l T J 


sein, wo 

( 4 ) T‘= (0,0,) - (0A) : 

ist, da £=£ (/, r) eine Kreisflache bedeutet. 05 


vl) KNOBLAUCH, J.: Grundlagen der Different algeometrie (1913 , S* 303. 

(2) BLASCHKE, W.: Kleins Vorlesungen iiber hohere Geometrie, Berlin (1926 , S. 
345. 

3) KNOBLAUCH, J.: Differentialgeo. (1913;, S. 432. 
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Wenn 

( 5 ) { 0 , 6 ,) = 0 

in (1), so 

ids* — 2 (0,0,) dtdr + d r* 

(6) < = {2{0A)dt + dr) dr 

{ = dt- dr , 

wo dl — 2 (0,0,) dt + dr d. h. t = 2 5 (0,0,) dt + r und r = r gesetzt ist, 
da (0,0,) nur von t abhangt. 

In den neuen Paratnetern 7 und r nimmt nun das Bogenelement- 
Quadrat ( 1 ) die Form an : 

(7) ds'^dl-dr, 

und hierin hangt (0,0,) unr von t ab. 

Aber ist es auch 

(8) 7 — 7 = 2$ (0,0,) dt , 

d. h. 7 — r hangt auch nur von t ab. 

(F) Bedeutet f(t, r) eine Funktion des Ortes 0;i auf einer Kreis- 
flache mit den Parametern t und r, so ist die Weggeschwindigkeit 
df : ds, mit der sich der Wert der Funktion / beim Foitschreiten von 
einem Kreisflachenpunkte (t, r) auf irgend einer Richtung (dr : dt) Oder 
(K) andert, die Funktion von t, r und k : 

/, {(0,0,)+(0 A)k + (0,0,)^} - (/,+/,) {(0,0,) + (0,0,)*) - 0. 

(G) Betrachten wir die allgemeine Schraubenflache als Kreis- 
flache, so kann man setzen (,) 

(1) (0,0,) = r* + <f, (0,0,) = 0, (0,0,) = 1, 

daraus ergibt sich 

(2) (r* + (f)df + dr* = 0 


1) SCHEFFERS, G.: Theorie der Fliichen, S. 419 und S. 421. 

!2j SCHEFFERS, G.: Theorie der Flachen, Berlin und Leipzig (1922), S. 221. 
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als Minimallinie auf dieser Flache. 

Aus (2) folgt 

(3) idt = ± 7 fv, 

Vt +q' 

d. h. 

( 4 ) it = log (r ± VT+cf) + const., 

wo i — i/ -T, q eine Konstante ist. 

(Hi Es mogen auf beiden Kreisflachen (K,) und (K s ) zwei ent- 
sprechende Systeme (t, r) zu Parameterlinien gewahlt werden. Dann 
kdnnen wir 

( 1 ) {(0,0 X ), (0,6,), - (6,6,), (0,0,),) df + {(6,6,), - (0,0,\)dtdT 

+ <(W 3 - (Ofc),) dr* =-■ 0 

auf eine und nur auf eine Weise gleichzeitig zum Orthoganalsysteme 
bringen, falls nicht die Proportionale 

( 2 ) ‘( 0 , 0 ,), : ( 0 , 0 ,), : ( 0 , 0 ,), = ( 6 , 6 ,), : ( 0 , 6 ,), : ( 0 , 0 ,), 

gilt/ 0 

% 

Aus (1) folgt 

! t = const. , 

' 

t + r = const- , 

wenn 

(4 j m)r-\=m) t , (6,6,), = (6,6,), 

gilt. 

Aus (1) folgt 

(5) (0,0,),df + dr' = 0, 

wenn 


(1) ElSEXHART, L. P. : A treatise on the differential geometry of curves and sur- 
faces, p. 82. 
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(6) 

W). = (*«*«)., (Wt + ^A), 

denn 




(7) 

(Mx), = (W s == 1 

gilt. 05 




( I ) Betrachten wir eine Kugel als Kreisflache, so kann man 
setzen 

( 1 ) (W = 1 , (W =■- 0 , (9,0,) = COS*r . 

Die Differentialgleichungen der Minimallinien sind 

( 2 ) rfr ± i cos r dt — 0 , i =•,/ . 

Da kdnnen wir als Integrale der Differentialgleichungen der Mi- 
nimalkurven auch 

( 'H = (cost -4 i sint) tan (| r + \~) , 

(3) 

( b = (cost - i sint) tan (* r + \ z) 

setzen/* 5 

(J) Wir sehen, wie sich die Inversion von Kreisflachen andert U' 
in Rothes Arbeit 05 nach 


iP=d log R + — - d - log dp + - 1 2 3 - S -log dq 

8 4 dp * (9,9,) P 4 9q 8 (W q 


und die Grdszen R und (0A) / (0,0,) invariant bleiben, so ist auch V* 
eine Invariante der Inversion. 


(K) Setzen wir 

m <*= JM) = iW = (W 
(»A) (W (W 


(1) NAKAZIMA, S.: Kugelgeometrie von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 

(2) SCHEFFERS, G.: Theorie der Flachen, S. 77. 

(3) ROTHE, R.: Inversion und konforme Abbildung von Flachen, Math. Annalen, 
72 (1912), S. 70. 
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in zwei Kreisflachen (K) und (K), so gilt 

« 

(2) (wltel- 


1st 


(3) r, ( t , t) = const, 
eine Ldsung von 

( 4 ) (0A)dt + (WdT = 0 , 

so gilt 

( 5 ) <P - <P(r,). 

1st 

(6) (W(Mx)-(W + o, 

so hat 


(7 ) 


<<w 


(W 


3 logy 
“ 37 “ 


nur eine gemeinsame Ldsung 


(W - 0 


( 8 ) y = const. , 

Weiter kann man zwei Kreisflachen, deren Bogenelemente ds, ds 
( 9 ) d*' = d? + 2<D (t + t) dtdr + dr», 

bzw. 


( 10) ds* = df* + 2<? (f - r) dtdr + dr* 
sind, finden. 05 

<1 Ogura. K. : Trajectories in the conservative field of force, part I, Tohoku Math. 
Joum. 7 (1915), S. 181. 
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(L) 1st 

( 1 ) s = /, (<) + 0, (r) 

die Gleichung einer Kreisflache (K), so gilt 0) 


( 2 ) 


■m) = i , 

(«=/:$ +A&+m, 
( W = i , 


woraus man wissen kann, dasz die Gleichung der Minimallinien mit 
( 3 ) df + 2 {/!0{ + M + Art) dtdr + dr 2 = 0 
gegeben wird. 

Ein Kurvennetz 

( 4 ) A (t, t) df + 2 B (t, r) dtdr + C (t, r) dr 2 = 0 
auf (K) ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, wenn 
( 5 ) C — 2 {/!0! + AA + A>A) B + A = 0 
gilt. 

Wenn 

( 6 ) A = C = 1 
in (4), so folgt aus (5) 

(7) B = {AA + Aiti + AsA)' 1 - 

Hiemach lautet die Formel von Flacheninhalt S auf (K) : 

( 8 ) S = $ s/l - <M + AS + j[AY dtdr . 

(M) 

(W = o, (log(0A)/(W,* = o 
ist die Bedingung dafiir, dasz 


t = const. , r = const 


(1) OGURA, K.: On the T-system on a surface, Tohoku Math. Journ. 9 (1916\ S. 
94. 
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auf der Kreisflache isothermisch und orthoganal sind. 

(N) Betrachten wir eine Rotationsflache auf der Kreisflache (K), 
so kann man setzen 

(1) (Ofi t ) = P (O', (W = 0, (0,0,)= 1. 

Die Breitenkreisen (r) sind nur diejenigen geodatischen Kurven 
fiir die 

(2) i/W<i/(WK = 0 

ist. (1) 

Die iibrigen geodatischen Kurven bestimmen sich nach 

( 3 ) b V(0fl t ) {V(0,0,))',( d p) + 2 dl - = 0 . 

dr- \dr / n/(W dr 

Man kann diese Gleichung geometrisch deuten, wenn man den 
Winkel « einfiihrt, den die gesuchte geodatische Kurve an der Stelle 
(t, r) mit dem Meridian (t) dieser Stelle bildet. 

Da langs der Meridiankurve (t) das Verhaltins dt : dr gleich null, 
langs der geodatischen Linie gleich der in der vorstehenden Gleichung 
auftretenden ersten Ableitung von t ist, gilt 

( 4 ) cos « = , ^ . 

VlHVfi.)(dtldrJ 

Von dem Fall V(0fll) = 0 ist abzusehen, da er nur die in Punkte 
ausgearteten Breitenkreise liefert. 

Die Ableitung {i/(0,0,)}' des Radius des Breitenkreises (r) ist 
gleich Null, wenn die Tangente der Meridiankurve der Drehachse 
parallel ist. 

Langs einer geodatischen Kurve der Kreisflache i musz eine 
Funktion von r die Form sein : 


(5) 


t = m 


\ 


dr 

/(W VWfiH-rrC- 


+ const, (m = const.). 


a) Scheffers, G.: Theorie der Flachen, S. 480. 
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(V(0<0<) = a bos i/K t + b sin /Xr , 

( 6 ) ] 

((a = konst. , b = konst.) 

ist die allgemeinste (Oflt), fur die die Rotationskreisflache (K) die kon- 
stante Kriimmung K hat. 

Die Kurve des «>* Loxodromes auf (K) ist 


(7) 


wo 


(8 j 


gilt/ 0 


t = A\y0- ) dr + B, (A, B = const.) 


/dr == a ( r). e , dt — e , 

= jvgv _ All 

(a(r) i/(0A' °{ T )' 




Da ist e infinitesimal. 

Fur die Kugel, deren Radius gleich I ist, wird 


(9) t — A log tan ( 2 +I) +B. 


Aus (4) folgt 

do) 4- 


tan« 

vm) 


WO e = ± 1 ist. 

Langs der geodatischen Kurve ist nun wie t auch a eine Funktion 
von r, so dasz die Differentiation nach r den folgenden Wert der 
zweiten Ableitung von t liefert : 


( 11 ) 


= e T J: W( 9 fi&' 

dr- L V(0A)COs'a dT (i 9,0 , ) ( V 


Setzen wir die Werte der Ableitungen in (3) ein, so kommt zus- 
tande 


( 12 ) 


_1 da_ + {A0A)Y = o 

tana dr V (6,6,) 


(1) NOBLE, C. A.: Note on Loxodromes, American Math. Society, Xll, S. 117/ 
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Oder 

1 dsin« {•/(0,0,)}' _ 0 
} sin « dr 7(0A) 

Diese Gleichung besagt, dasz (i/0,0,) sin « konstant ist : 

( 14 ) V (0,0,) sin « = konst. , 

da 7 (0,0 J der Radius des Breitenkreises ist. 

Man kann auf unendlich viele Arten jedem Punkt (t, ~) der Kreis- 
flache (K) einen Punkt h t) der Ebene mit den rechtwinkligen Koor- 
dinaten 5 und t) gesetzmaszig zuordnen. 

Dies geschieht dadurch, dasz man auch r ; und tj als irgendwelche 
Funktionen 0 und von t und r definiert 

(X = * (t, r ) , 

(15) 

(t, r), 
wo 

(16) . {(Pj'\-W 2 = (0,e t ) 

gilt. w 

Bezeichnen>wir das Bogenelement langs des Meridians mit ds, so 
ist 

(17) ds" — dr 2 + (0,0,) dr*. 

Werden aber 


f dr 

) V(e% 


und t 


als neue Parameter r und t benutzt, so wird 
Q8) ds" = (0,0,) (dr' 2 + ?) , 
indem (0,0,) jetzt eine Funktion von r allein bedeutet. 


(O) Wenn wir die gemeine Schraubenflache als unsere Kreis- 
flache betrachten, so kdnnen wir setzen 


. l) Scheffers, a. a O., s. 56. 
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(1) (8,o t ) = (W = 0, (ffA) = l, 

und lautet die Differentialgleichung der Kriimmungskurven : 
( 2 ) df ~ df 2 = 0 . 

Sie ist in der Form 

( 3 ) dt = ± 

VW 

sofort zu integrieren und ergibt. 05 

( 4 ) t — log {r ± V{0,e,)) + konst . . 


( 3 ) 


(A) Wir untersuchen 

f 1 ) COS 8 <p = T* f p,p a 

wieder, <:) so folgt 

( 2 ) = 

2 d [>* d f>t 


und 


, o v ®T a|1 1 3 s COS 8 <p _ n 

( 3 ) - — -s- ~x — X — Pal Pt — 0 • 

2 Q {*0.^ PflO fix 




(B) Der Inhalt von /_ OP A ist 


W^P*P>-(A*> — T ai ') p a f> lt 


wo 


/ OAP =/R, OPA = <p, OP = 1 


gelten. 


(1) SCHEFFERS, G.: Theorie der Flachen, S. 136. 

2) MATUMURA, S. : Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (XXV!, Mem. of the 
Fac. of Sci. aed Agri., Taihoku Im. Univ., Vol. XXI, S. 73. 
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(C) Wir betrachten 05 

(A ,(i p.r f , 

C 1 ) 

(T‘V./V , 

so kOnnen wir (1) immer durch eine Transformation in 

(p] + fiu, 

( 2 ) 

IV'fi + Tyh 


ubertragen. 

In diesem Falle gilt 

( 3 ) {TV? + T*VM : {fi + fi n ) = T n cos 2 w + T“ sin* w, 


wo 


(4 ) 


cos' w = p]: { p * + ^ii}. 
sin" u> = fillip] -1- pi) 


sind. 

(D) Wir untersuchen die Kreise 

( 1 ) f = f («, f), («i ^ ^ ^ ^ *> 2 ), « = I, IJ, 

in R., wo £ s n die Kugeln in R 3 , u,v die Parameter sind. 

Aus (1) folgt 


( 2 ) 


3/ 





(3) i=S:»F(s,s)d«. 
Wir betrachten 

(4) VS(&f) 


(lj NAKAZIMA, S. : Differentialgeo. der Kreiesscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Journ, 34, p. 197. 
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2 9« 


( 5 ) 


j£_ r «- V 

’ dv ’ 


V=-£L + v; (K, e) X 1 * 
du 


gelten. 

Daraus folgt 


'St = n v du 

J«i F 


3/3« [T.,*V] = 0 [T.,ey] = TW + T.,cV , 

«i = 6v{T' f sy\l-\:;Tjrdu} t 

"St = 6 V { 1 7] | t cos (£, c) t |"j - ("• I ?U I r/U COS(c,^KrfMj . 


( 4 ) 

(A) Wir betrachten einen Kreis a in R 2 , so bezeichnet e in 

( 1 ) (aj) J - (aa) (ee) cos 2 = 0 

die Kreisschar, die mit a einen konstanten Winkel <p t bildet in R 2 . 
Wir setzen (1) um in die Form 

( 2 ) /(e) = (ag)* - X t (es) = 0 . 

Weiter betrachten wir 

(3) ^(£>^(33?)*- ^ s (ES)= 0, 

wo 33, s die Kreise in R, , X, die Konstanten sind. 

Aus (2), (3) bilden wir 

(4) f-X<p = Q, 

d. h. 

(5) (a S ) 2 -A(SBs)*={^- VHSS), 
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so bezeichnet (5) die Kreisscharen, die durch den Schnittpunkt' von 
den Kreisen ( 2 ) und (3) gehen, wo ^ ein Parameter ist. 
Insbesondere setzen wir ^=1 Oder A=-l in (5), so folgt 

( 6 ) = 

Oder 

(7) (a K ) ; + (*yf = (!, + * 2 )(yr). 

( 6 i,/(y), (7) und <f(f) bilden die harmonische Trennung. 

(B) Es seien drei Kreise y, ij und 5 in R 2 gegeben. 

< 1 ) K, —=lc/(\))) - 

ist der Kreis, der durch den Schnittpunkt von y und I) geht und zu 
senkrecht ist. 

(2) K 2 — \)/($) - j/0)S) 

ist der Kreis, der durch den Schnittpunkt von t; und 5 geht und zu 
S senkrecht ist. 

(3) . K,E3 8 /(l») ~S/S(89) 

ist der Kreis, der durch den Schnittpunkt von y und 5 geht und zu 
V) senkrecht ist. 1 

In unserem Falle gehen drei Kreise K, , K, und K a durch einen 
Punkt, denn 

K, + K 2 + K 3 0 

gilt. 

Dasselbe gilt fur drei Kreise K,, K 2 und K 3 , die den Winkel 
zwischen i) und y, t) und $ bzw. 5 und y halbieren. 

( 5 ) 

(A) ( 1 ) £ (a) ==? c cos «+c sin « und C (* — «) = £sin «+? cos « 
bezeichnen (1) zwei Kreise in R 2 . 

'1 Vgl. MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. dar Kreise und Kugeln XXV', Mem. 
of the Fac. and of Sci. and Agri., Taiholtu Imp. Univ, Vol. XXI, S. 69. 
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(2) S = C(«) + *'C (£-«), i=V- 1 

bezeichnet einen Kreis in R 3 , der durch den Schnittpunkt von C («) 
und geht. 

Aus 

( 3 ) £ = (c cos « + ? sin «} + i (c sin « + £ cos «) 

— C ( a ) + (I — 

und 

( 4 ) ij = {? cos a + 7 sin «} + / {iy sin a + 9 cos «} 

folgt 

( 5 ) (Ay) = {(f-y) - (c5y)> cos 2 « 

-» i[{(f'-y) + (fy)) sin 2 « + (ciy) + (ciy)], 

wo c, jy die Kreise in R, sind. 

Aus (3) konnen wir wissen, dasz 

( 6 ) cos 0, = {cos 0 2 — cos 0 3 } cos 2 « 

+ i [ {cos 02 + con 0 S } sin 2 « + cos 0 4 + cos y\] 

gilt, wo 

/0 1 = X,9, 

02 = c , rj, 

( 7 ) < 03 = k, y, 

XV. 

03 = £ , 

0s = 

und « ein konstanter Winkel ist. 

(B) Wir betrachten (1) 

( 1 ) rj = cos a • £ + sin a • d£/do , 
so folgt 


(1 Thomsen, G.: Uber konforme Geo. IT, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ., IV Bd., S. 132. 
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( 2 ) dy/du - — sin a • £ + cos a ■ dtda . 

Aus ( 1 ) und (2) ergibt sich 

! t = rj cos a — drj/da • sin d, 
at l da = 9 sin a + drjjda • cos a , 

so kOnnen wir wissen, dasz, wenn der Kreis 9 mit dem Kreis £ den 
Winkel « bildet, so £ mit rj den Winkel —a bildet. 

Aus ( 1 ) folgt 


(4) 

l frj/da ? = — COS a • £ — sin a ■ dtjda = — 9 

d. h. 


(5) 

(frjjda 1 + ^ = 0 . 

(C) Wir untersuchen zwei Kreise 

( 1 ) 

rj — COS a • £ + sin a • dt/da 

und 


( 2 ) • 

ij = COS a ■£ + sin a ■ dt/da , 

so bezeichnet 

t. 

/C = Arj + B 9 

(3) 

l — A {cos a £ + sin a • dt/da) 


' + B {cos a • £ + sin a • dt/da) 

einen Kreis, der durch den Schn.ttpunkt von 9 und rj geht. 
Aus ( 3 ) folgt 

' (jC) = A cos a (£$) + sin a (r • dt/da) 

+ B cos a (f j) + B sin « (7 • d¥/da) 

( 4 ) < = A cos a cos a t — A sin a sin a, 

+ B COS a cos a, — B sin a sin a, 
k A COS (a - a,) + B COS (a - a/), 


wo j einen Kreis bedeutet 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXVII) 151 


«i = ? , E . « = ?.£ 

ist und A, B zwei skalare GrOszen sind. 
(D) Wir betrachten 

tT — cos a • £ + sin a • £', 


(1) 

< C = cos f • if + sin f • >}' 

' £ = cos <P C + sin 

wo 

(2) 

«4-f + ^ = 2^ 

gilt. 


Wenn 

(3) 

ft 

II 

II 

SO 

(4) 

CO 

II 

II 

II 


daraus ergibt sich aus (1) 

(5) - + 

g - _ 1 . r + l7 3 • / y 
. 2 ^ 2 ^ ’ 


Aus (5) folgt 




2 2 


4 2 4 


i jl.f_]£Ar+ AH 

2(4 2 4 ) 

. ~/3 f 1 s/_ t/j 
2(4 2 


+ -/{{*'- IT r+ 7 f "1 
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d. h. 

( 7 ) 0 = - — - c + —A 3 6'- A £"+ AA 3 

8 8 8 8 

Oder 

( 8 ) 0 = - 9£ + 3/3" r - 9c" + 3 / 3"r. 

Nun ist (8) zu schreiben in 

( 9 ) 0 = - 9 0 + 3 i/T 0', 

wo 

do) * = f + r 

ist, daraus ergibt sich 

(11) c = A cos a + B sin + Cg 30 

wo A, B, C beliebige Konstanten sind, da 

( 12 ) do 1 = (dcdc) = ) = («) 


gilt und die Ableitungen nach a durch Striche bezeichnets werden. 
Weiter kdpnen wir 

'otf = cos (,!«(,)? + sin ,»« CO?', 

( 2 )<y — cos (j)« (j)f + sin ( 2 ) , 


(13) f 


cos (>o^ sin oocto? 
anstatt (1) betrachten, wo 

(14) (I) « + ( S )« + ••• + c„j« = 2 -t 

gilt. 

Aus (13) folgt 


(15) co« = (j)« = ... = Cn) « = 2* : m, 
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woraus wir c bestimmen kOnnen. 

(E) Wenn 

! r> = cos « • $ + sin « • f ', 

? = cos <l> • + sin <P • f)' 

gilt, so folgt 

! rj = cos a • c + sin « • 
c = cos « • 9 — sin « • jj', 
daraus ergibt sich 

( 3 ) c + ? " = 0 

d. h. ( 4 ) c = A cos a + B sin a 

wo «+/’= 2" gilt und A, B zwei beliebige Konstanten sind. 

Gilt 

so folgt hieraus 

{cos « • c + sin « • c' '} . i . (cos « • c' + sin « • ? '} . 

(Fj Wir betrachten zwei Kreise 
( 1 i = cos « • ? + sin « • c' 
und 

( 2 ) C = cos a • ? + sin a • ?' 

in R s . 

Wenn 

( 3 ) yj = C 

gilt, so folgt aus (1) und (2) 

( 4 ) cos « • £ + sin a • f ' = cos « • ? + sin « • c', 
daraus erhalten wir 

( 5 ) tan « = <c - f ) : {£' - ?'} 
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d. h. 

(6) « = tan' 1 : {?'-?}]. 

Nach (6) kOnnen wir « aus den Kreisen ?, £, £' und F' berechnen. 
(G) Wir untersuchen zwei Kreise 

( 1 ) rj = COS a • £ + sin a • £ ' 
und 

( 2 ) ? = sin « • cos a • f 

Hieraus folgt 

! ( 5 ? 5 ?) = sin a ■ cos « — sin a • COS a . 

= 0 . 

Daraus sehen wir, dasz rj und rj zueinander senkrecht sind. 

Im allgemeinen sind 

( 4 ) rj = COS a • £ + sin a • £' 

und 

( 5 ) ^ =* cos {(2w + 1) 3 + a) + sin {(2 m + 1) f + «} 

zueinander senkrecht, wo m die ganzen Zahlen bedeutet. 

( 6 ) 

Benutzen wir die Zeichen in Thomsens Arbeit, 05 so wird der 
Kriimmungsradius p von t> mit 

( 1 ) P = (dbch ) : (rfWf) 

Oder 

(2) p {(£«£,)} - 1 

gegeben. 

(1; THOMSEN, G. : tJber konforme Geo. II, Ahh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ., IV Bd., S. 120. 
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Aus (1) (2) sehen wir, dasz 

( 3 ) tan <P=\-~r {{dodo) : (dfdc)} 

3 di 

Oder 

(4) tan? = — {(£,£,)}"' 

at 

gilt, wo <p die Deviation* 125 von b ist. 

Wenn b eine Eilinie (E) ist, so finden wir 

( J {(dodo) : (dcdc)) cos o da = 0 , 

(5) J 

{(dbdO) : (d£d£)) sin o do = 0 

als die Bedingung fur die Geschlossenheit von b. 

Ist h die Stiitzfunktion von b, so gilt 

( 6 ) {dodo ) : (dZds) = h (o) + h" (a) 

fur E. 

Ist L der Umfang von b, so folgt 

(7) L = \l*hdo, 
wenn b eine Eilinie (E) ist. 

Weiter finden wir den Flacheninhalt F wie folgendes 

(8) 2F= S<r(h 2 -h*)do 

fur E. 

Wenn 

( 9 ) (dodo) = (dsdZ) 

Oder 

(10) (£,£<) = const, 

fur E gilt, so muss E ein Kreis sein. 

Fur E gilt 


(2) MATUMURA. S.: fiber einen affingeo. Satz und die Deviation ebener Kurven, 
Math. Journ. 36 (1933', p. 189. 
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( 11 ) = 2 *, 

Oder 

(12) SMc, :£„}<# = 2ff. 

-• Wir kdnnen (30) in Thomsens Arbeit 05 wie folt umformen 
f (c< : (?<£,)}<> = - £ + cb + c b , 

(13) jb 0 =-c <£,:(£,£,)> , 

'b = — c {?, : (£,£<)} . 

Aus 

(14) jy = cos « • £ + sin « • £' 
kdnnen wir sehen, dasz 

(15) rj ~ ePy / do* — 0 


( 7 ) 

(A) Im folgenden mOchten wir die Inversionsgeometrie unter- 
suchen. 

1st c eine Kugel und j eine nicht auf ihm zusammenfallende Kugel 
im R 3 , definieren wir mit 

( 1 ) = 2(^-5 

die zu 5 in bezug auf Kugel £ inverse Kugel. 

Daher kommt, dasz 

(2) t,« = 2( 5 ‘£)£-5‘, 0=1, H] 

den zum Kreis 5 “ in bezug auf die Kugel £ inversen Kreis darftellt. 
Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix. 

(3) I!* 1 , 5 ". i\ s ff H«o 


;3) Thomsen, a. a. o., S. 127. 
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ist, wo eine lineare Beziehung der Form 
( 4 ) <M® = 

gilt, in der 0 « , 0 * die skalaren Groszen sind. 

Die Bedeutung von (4) ist aber die, dass es eine Kugel 

( 5 ) a = 0«5 01 = 

gibt, auf der die beiden Kreise liegen. 

Aus ( 2 ), (4) folgt 
( 6 ) <r.tf = 0*1) \ 

Die Bedeutung von ( 6 ) ist aber die, dass es eine Kugel 
( 7 ) id — 0 «l)“ — 0 *t) x 

■V 

gibt, auf der die beiden Kreise i)* und t) x liegen, wo t)“, l) x die inversen 
Kreise in bezug auf die Kugel c von $® bzw. 5 * sind. 


Setzen 

wir nun 




2(s“f)b- S ® 

(8) 

L 



W = 

2 (s x ? ) S - i\ 

so folgt 



(9) 

G>V) 

* 4 (s’?) (?£) - 2 (?c) (£®c) - 2 (£“c)(x x c) + (fh 

oder 



(10) 

(d“ 5 x ) 

/1-c 

» 

II 

Es gilt 

aber 03 


(ID 

(S*S X ) 

= S«\ 

daraus ergibt sich 


(12) 

(\jV) 

= s® x . 


Weiter gelten 

0}* = 2(s«£)e-S‘, 

(13) \ 


fl) BLASCHKE, W.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, III, S. 263. 
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so folgt 

( 14 ) (l) V) = 4 (ft) (ft) - 2 (f?) (f?) - 2 (ft) (ft) + (ff) 

Oder 

-■ (15) (f Y) = (ff) = 

Also kOnnen wir sehen, dasz bei der inversen Transformation 
S‘ x und A* 1 * unveranderlich sind. 

Von K und H gilt dasselbe, und K, H stehen in Blaschkes Buch. ( 5 

(B) Wir betrachten 

( 1 ) 8 = P*f + P^, O, * = I, II] , 

wo f t f 1 , f, s 11 die Kugeln in R 3 sind. 

5 bezeichnet einen von den Kugelbiischeln in R, 

Aus (1) folgt 

( 2 ) (85) = p*p» A"' + A X|t + 2p a pyS*\ 

wo 

(3) (rf) = A-', (i x ?) = A Xtl , (f~f) = S* x 
sind, woraus sidh ergibt 

( 4 ) - h = />«/>*S aX . 

Wenn jc* und j x zwei Punkte sind, so folgt aus (2) 

(5) 2 />«/>aS‘ x = 0 , 
wo 8 ein Punkt ist. 

Wenn 5* ein Punkt, j x ein Kugelbiischel ist, so folgt aus (2) 

(6) 2/v>*S‘ x = 0, 
wo 5 eine Kugel ist. 

(C) Wir betrachten zwei Kreise ft und ft, die durch die beiden 
Kugeln f und £ x |>=I, II; ^=1, II, III] dargestellt sind. 

Wir definieren 


(2 ■ BLASCHKE, a. a. O., S. 264. 
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(1) A* = (if), A * = (??) 

mit 

( 2 ) A* 1 ’ = A 1 * 8 , A X!i = A |JX 

und setzen 

( 3 ) A = | A“* | > 0 , A = I A*\ > 0 
voraus. Dann haven wir fur St, St die Buscheltransformationnen 

(4) f-CSf, ? = 'C 

zu berucksichtigen. 

Die C). sind aber von den C* vollig unabhangige Grossen. 

Daher haben wir die Vektoren und Tensoren beziiglich der Biischel- 
transformationen von St einerseits und von St anderseits zu unter- 
scheiden. 

In 

( 5 ) S 8X = (ft) 

haben wir ein Grossensystem, bei dem beide Arten von Indizes vor- 
kommen, namlich einen gemischten Tensor, der sich nach 

(6) S 8 * — C 8 C£ S 1 "* 

transformiert. 

Jetzt sind unsre Untersuchungen sogut wie in meiner Arbeit (,) . 


8 


(A) Wir betrachten 
(i) s = 

Daraus folgt 

( 1 ) MATUMURA, S. : Beitriige zur Geometrie der Kreise und Kugeln (1 , Mem. of 
the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. V, S. 99. 
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( 2 ) ( 1 + 11)6 = 1 

oder 

f 3 ) £ + 7 = * 

wo £, £ und 3j drei Kreise in R« sind. 

Aus 

( 4 ) £ = £ + (c-y) f 

folgt 

( 5 ) S - 7 = f • 

Wenn (3) und (5) gleichzeitig gel ten, so haben wir. 

(6) R = 

Wenn c und iy zueinander senkrecht in ! 1 ) sind, so folgt 


(7 j 

O 

II 

oder 


(8)' 


gilt. 

X . 

(9) 

O 

II 

in (4), so erhalten wir 

(10) 


(B) Wir betrachten 

(1 ) 

II 

-5$ 

1 

-55 

-55 

Daraus folgt 

(2) 

(£C) = (6y) - (ay)* 

und 


(3) 

1 

51 

II 

Hieraus ergibt sich nun 

(4) 

(Sf) =- (w) 
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oder 

(5) ? + ? = <>, 

wo £, f] und £ die Kreise in Rj sind. 

Aus £ = c (£?) + fj (£7) anstatt (1) folgt 

( 6 ) £=?. 

(C) Wir untersuchen 

( 1 ) S = (6?) f •+ 7. 
woraus wir erhalten 

(2) ( E £) = 2 (£7) 

oder 

( 3 ) S = (£7) c - 9 

wo £, 7 und £ die Kreise in R 2 sind. 

Aus 

( 3 ) £ = (£7) £ - 7 

folgt 

( 4 ) ( S £) = 0 

d. h. jc und £ sind zueinander senkrecht. 

Sind £ und f? einander beruhren in (1 J, so folgt 
( 5 ) £ s = 1 - (£7)* = 0 
d. h. £ muss ein Punkt sein. 

Aus (2) kOnnen wir sehen, dasz 

(tf) = 0 

d. h. der Punkt £ auf dem Kreis £ liegt. 

Aus (2) kdunen wir sehen, dasz der Punkt £ auf 7 liegt. 

£ ist nicht anders als der Beruhrungspunkt von zwei Kreisen £ und 7. 

(D) Wir forschen 

( 1 ) $ - (€ 5 ) i + (fy) 7 • 
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Hieraus haben vvir 

( 2 ) (u) = (cj) + (c?) 0?s), (ct) = (?i) (S’?) + (6?) • 

Daraus sehen wir, dasz 
' ‘ ( 3 ) (a) = (k) 

ist und wenn. 

( 4 ) fa) = 1 

gilt, so der Satz folgt : 

Wenn r t und 3 einander beruhren , so bestehe 
cos 0, — cos 0 2 

u’o 0 der Winkel zwischen i und 3 , 0 a rfe/ zivischen £ und y sei. 
Weiter sehen wir aus ( 1 ), dasz 
( 5 ) 1 = (cj) ; + (??/ 

gilt; es folgt also 

( 6 ! jc = cos « • 5 + sin « • ^ , 
wo « ein beliebiger Winkel ist. 

Aus (2j ergibt sich 

(y$) — cos « + sin « fa) , 

(S 5 ?) — cos « (j 5 ?) + (£?) 

d. h. 

! cos «, — cos « + sin « cos «„ , 
cos «3 — cos « cos «2 + cos «3 

wo « der Winkel zwischen jc und 3 , «, der zwischen jj und 3, » s der 
zwischen £ und 5? ist. 

(E) Wir betrachten 

(1) £ = fa) £ + (£ 3 ) + (fa 3 . 

go folgt 
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( 2 ) 1 = fa) (eg) + (fj) Ofjc) + (6y) (gj), 

wo c, -y, 5 und g die Kreise in R 2 sind. 

Aus (2) konnen wir sehen, dasz im reellen g nicht zu e, r t und 
3 senkrecht ist. 

Von 

( 3 ) g = (?c)f + (57)7 + (? 3 >S 
gilt dasselbe, denn aus 3 ) gilt 

( 4 ) 1 = Of?) (eg) + (55?) Oyg) + (£3) fo) . 

(F) Wir untersuchen 

( 1 ) g = e + (csy) 9 , 

wo ?, >y und g die Kreise in R„ sind. 

Aus ( 1 ) folgt 

( 2 ) (gg) = 1 + 3 (fiy) 2 = 1 , 

( 3 ) (gc) = 1 + (67/ = 1 , 

( 4 ) (EV) = 2 (ciy) = 0 

wo c und iy zueinander senkrecht sind, 

Aus (2), ( 3 ), ( 4 ) sehen wir, dasz g£ beriihrt und g zu <y senk- 
recht ist 

(G) Wir betrachten 

( 1 ) t) = 2 (5c) e + c , 
so folgt 

(2) Ojs) = 2 (jc/ + (je) , 

wo c, 5 und l) die Kreise in R 2 sind. 

Aus (2) sehen wir, dasz der Winkel zwischen t) und 5 dem 
Winkel zwischen e und 5 gleich ist, wenn 5 und c zneinander senk- 
recht sind. 

Aus ( 1 ) folgt 

( 3 ) Ok) = 2 (jc) + 1 , 
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d. h. cos <p t = 2 cos + 1 , 

wo <f\ der Winkel zwischen t) und c , <?* der zwischen 5 und c ist. 
Aus (1) erhalten wir 

'' 4 ) ( r \)) - 2 (3c) m , 

wo jc ein Kreis in R 2 ist. 

Aus (4) sehen wir, dasz jc und tj zueinander senkrecht sind, wenn 
S und c zueinander senkrecht sind. 

(H) Wir untersuchen 

{ 1 .) 7 = c - (f?) $ , 

wo y y ein Punkt, c ein Kreis in R» ist. Aus (1) folgt 

(2) { rtf ) - (£7) - (07) = 0 

und 

l 3 ) (c J?) = 1 - (67/, 

so sehen wir, 'dasz r t nicht auf c liegen kann. 

Es seien c, 7 zwei Kreise in R 2 , so folgt aus 
( 4 ) fj = c + (67) --7 , 

(5) (w) = 2(fjy) 

und 

(6) (67) = 1+ (c^/. 

Aus ( 6) sehen wir, dasz c und J7 zueinander nicht senkrecht sein 

oder sich nicht beriiren kdnnen. 

Betrachten wir ( 7 ) 2 rj — ? + (07) 57 anstatt (4), so folgt 
(8) 2 (07) = 1 + (67 r 

d. h. 

1 9 ) (67) = 1 , 

Wir konnen also sagen, dasz c und 17 einander beriihren. 

(I) Der Beriihrungspunkt j wird dureh 
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(1) £ = £-(£37) if 

gegeben, wo £, » f die Kreise in R 2 sind, die sich beruhren, 
d. h. (£f) 2 = 1 ist. 

1st £ ein Kreis und )f ein nicht auf ihm gelegener Kreis, so ist 

( 2 ) p = 2 (3jc) £ - if 

der zu if in bezug auf den Kreis £ inverse Kreis. 

Aus (1), (2) folgt 

fGfo) = ( r ;? ) ~ (c?) ~ 2 (?£/ + (cjf) 

(3) | = 2 (jfc) — 2 0f£) 

( = 0 , 

daraus sehen wir, dasz ?; auf dera Kreis p liegt. 

Weiter ist 

((!)?) = 2 Of£/-l 

(4) I -1. 

da l) und -f beruhren sich. 

( J ) Es seien zwei Kugelbiischel p, q mit dualen Vektoren 
( 1 J p = J + £1) , 

(2) q = £+s>f 

gegeben, wo j, p, £ und 7 die Kugeln in R„ bedeuten. 

Aus (1), (2) ergibt sich 

((Pq) = (s + S P, £ + ty) 

( 3 ) s 

( = (s£) + e i(n) + (p£)> = 1 , 

wenn der Winkel zwischen p und q Null gleich ist. 

Daraus sehen wir, dasz 

( 4 ) (s£) = 1 , 

(5) (*s) + fof) = 0, 
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Daraus ergibt sich 

(8) COS0 t = COSa-COS0 s + sin a, 

(9) cos0, = cos « + sin a • cos 0,, 

wo s/>\ der Winkel zwischen 3 und c , 0 S der zwischen S und £ , 0, der 
zwischen 3 und j ist. 

Aus (4) gilt 

(10) C09 <pi — cos <p t cos <p z + cos f 4 cos <fi 

wo der Winkel zwischen 3 und rj , <p 2 der zwischen £ und 57, ft, der 
zwischen j und jj, ft der zwischen 5 unu ij ist. 

Nehmen wir 

(11) 8 = (^)C + 0?C)£ + (£Cb 
anstatt (1), so folgt 

(SC) -(*?) + 2foC)(£0. 

(a£) = 2(£*)(C£) + (*C). 

( 12 ) / 

(57) = 2 (67) (C?) + (f C) , 

^iS) = (^)(5C) + (7C)(if) + (fC)(5?), 

wo 3, C. 7 die Kreise in R* sind. 

Von (12) gilt dasselbe. 

(M) £, t) seien zwei Kreise in R 4 . Der Beriihrungspunkt 5 von 
£, t] wird mit 

(1) 

gegeben, denn aus (1) folgt 

( 2 ) (56) = (£7) - (£7) = 0 , 

(3) (S7) = (W-1 = 0, 

(4) (SS) = 1 - (£9)* = 0 . 

Thomsen 0 * betrachtet 

(X) Thomsen, G.: Ober konforme Geo. II, Abh. aus dem Mlllt'Seminar der Hamb. 
Univ., Bd. IV, S. 122. 
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(5) £=. £-(£?)? 

anstatt (1). 

(N) Wir betrachten 


( 1 ) 

Oder 

s = <(£?) - 1} (f - *> 

(2) 

1 

I 

s> 

1 

<JU» 

II 

so folgt aus ( 1 ) 

(3) 

(££) = 8 (1 - (£?} , 

(4) 

(£?.) = - 4 {1 - (£ 7 )}, 

(5) 

(**) = 2 {1 - (£*)>, 


wo £, rj die Kreise in R 2 sind. 

Wenn (fc) = 1 ist, so folgt aus (3), (4) und (5) 

(6) (xs) = 0 , (£ S ) = 0, (fy) = 0 . 

Daraus sehen wir, dasz j der Beruhrungspunkt von c und y ist. 
Wenn (fij) = — 1 ist, so folgt aus (3), (4) und (5) 

f(JS) = 16, 

(7) |(f£)=-8, 

H*7) = 4. 

Daraus ist zu sehen, dasz £ kein Punkt ist und £, 15 sich nicht 
beriihren. 

(O) £ und j seien zwei Kreise in R s , so folgt 

(1) (tjt)) = 5 — 4 (fj) = 1 , 

( 2 ) 'm = i, 

(.3) (t)j) = 1 ; 

wir wissen, dasz J) ein Kreis in R 2 ist und i), £ und 5 beruhrt. 
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( 9 ) 

Wir wollen Thomsens Zeichen 05 benutzen und die Ebenkurven 
untersuchen. 

'Aus dem wholbekannten Satz sehen, dasz wir, wenn (£,£«) als die 
Funktion von t gegeben, die Kurve eindeutig auszer der Bewegung 
bestimmen. 

Fur die Ebenekurve gilt immer 

( 1 ) {cos 5 (£,£,) dty + {sin 5 (£,£,) dt } ! = 1 . 

( 2 ) * + <(^)>- ! = 166 * 

ist die naturliche Gleichung von Zokloide. 

Als die Evolvente des Kreises kdnnen wir 

(3) 2 -{(?,£, )}~ 

erhalten. (,) 


( 10 ) 

(A) Im folgenden kdnnen wir Lies Geometrie im Raume unter- 
suchen. 

( 1 ) = p,y 4 p&, 

( 2 ) \) = p^ - p&, [«, 1=1, II] 

bezeichnen die Kugeln, wo jc*, j? die Kugeln sind. 

Da gelten 

(3) A'V.ft“0, 

(4) A X|t pip* = 0 . 

Wenn die Kugelbuschel />, y* und zueinander senkrecht sind, 
so haben wir 

(1) THOMSEN, G.: tJber konforrae Geo. II., Aus dem Ma(fc. Seminar der Hamb. 
Univ , IV, S. 126. 

(2) KUBOTA, T.: Elementary differential geometry, Iwanami, p. 29. 
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( 5 ) p»px = 0 . 

Aus (1), (3>, (4) und (5) folgt 

(6) (w) = 0. 

Wir sehen daraus, dasz \) eine Kugel bezeichnet. Von (2) gilt 
das Gleiche, d. h. ij in (2) bezeichnet eine Kugel. 

Aus (1), (2) folgt 

C 7 ) (M) = p tPt k* - = 0, 

d. h. t) und b sind zueinander senkrecht. 

Wenn die Matrix 
( 8 ) . lls I ,s I ,?,s' I ll-0 
ist, so gilt eine lineare Beziehung 
( 9 ) T a f = 

Die Bedeutung von (9) ist die, dass eine Kugel 

( 10 ) 5 = 

ergibt, auf der beide Kreise liegen. 

Wir betrachten 
(11) 5= *-(**)*, 

wo c, rj zwei zueinander senkrechte Kugeln sind. 

Aus (11) folgt 

(12) = m + 

Daraus sehen wir, dasz 

(13) (k) 2, 

wo 

(14) m = 0, (w) = 0 , (^)‘ = 1 

Aus (13) ist zu sehen, dasz jc, nicht eine Kugel ist. 

Wir betrachten 


(is) * = 2(af)*-a, 
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im komplexen Gebiete. 05 

Zwei konsekutive Kugeln des Systemes schliessen den Winkel da : 
(2) da 1 = (dtdt), do* = (df.dt) 


ein. 

n + 1 konsekutive Kugeln des systems (1) bestimmen die gemein- 
samen Orthogonalkugeln : 


< 3 > ,-Q 


e, 


cK 

d"? 

da ’ 

da 1 ’ 

da” 

b 


ft 

d n l 

da ’ 

da*' ’ ” 

’’ da” 


(tt) = 1 . (w) = 1 , 


Die Kugeln (1) beschreiben im allgemeinen zwei Enveloppen- 
kurvenpaare 

(u = U (a), U = U(<r); 

(4) _ _ 

( to “ b (a) , to = to (<r) . 

Es gelten die Beziehungen: 


= 

dr) 

ds 

+ iy, 

(««) = 0 , 

= 

df) 

ds 

■-it, 

(uu) = 0 , 

vto = 

(h) 

ds 

+ it) , 

(bb) = 0 , 

vto = 

dto 

ds 

~ it. 

II 

o 


wo i = /-l, dann p, p, v, v beliebige Funktionen von a und feraer 
ds das durch die Kugeln rj , beschriebene Winkelelement ist. 

Aus (5) folgt 


(1) Mhcami, M. : A generalisation of Seret-Frenet formulae in an n-dimensiona! 
space. Tensor, The Tensor Society in Japan, Sapporo, No. I, March 1938. 
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, 6 , *?(„„) - {(£ £) -(«)}+< {(« §-) + (l -* )} 

Wenn u-Kurve und u-Kurve zueinancler sennkrecht sind, so folgt 

Aus (7) ergibt sich 

(8) (-*--*-) =(w)=const - 

d. h. und fj mussen zueinander senkrecht sein. 

Aus (8) folgt 

<9) ( J S' ii ) + ( , ‘S)“ const 

Von 

do, )-(»)} 

gilt das Gleiche. 

Aus (5) folgt 

(11 j (w) (uu) = ( f - -f-) + (W) = const - • 

d. h. ( 12 ) (uu) = const. : w . 

Aus (12) sehen wir, 

& — const. 

bedeute, dasz die Lange zwischen u und u konstant sei. 

Von . 
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(13, -<»»> = (§ f) + C»> 

gilt dasselbe. 

Aus 

(14) /-("'“) = (f £)+<*>> 

+ #t)-(’£)S 


kommt zustande 


(15) (2 ~ds) + ( ^ } = ° ’ 

" 6 ' (»£)-(»£). 

Aus (16) folgt 

'< 17 ' ('-&)-(»£). 

Au 6 (15) haben wir 

1181 (^-i) + (-f-f) + (l«) + (’f) 

so folgt aus (17) und (16) 

< 19) 


wenn 


( 20 ) 





BEITRAGE zur geometrie der kreise 

UND KUGELN (XXVIII) 

Sozi Matumura 

(Accepted for publication, October, 14, 1938.) 


Im nachstehenden erwahnen wir einige Satze uber die Kreise und 
Kugeln. 


( 1 ) 


Nachstehend machen wir 


m), (9A), (0A) 


klar. 0) 


(A) Die Gleichungen der Minimallinien sind 

( 1 ) (0,6,) df + 2 (BA) dtdv + (9 A) dr 1 = 0 , (9 A) = 1 . 

Wenn 

( 2 ) (0,0,) = (9 A) = 1 

(1) gilt, so folgt 

( 3 ) t + r =const. . 

(3) sind die Gleichungen unserer Minimallinien. 

(B) Wenn 

( 4 ) (6,0,) = ( 9 A) = 0 

in (1) gilt, so folgt aus (1) 

( 5 ) r = const. . 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXI 
No. 7, November, 1938.] 

(1) NAKAZIMA, S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. 2, No. 2, S. 36. 
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(5) sind die Gleichungen unserer Minimallinien. 

Wenn 

( 6 ) ( 6 , 0 ,) = 0 
ist, so folgt aus (1) 

( 7 ) t = const., 2 (0,8%) dt + dr = 0 . 

(7) sind die Gleichungen unserer Minimallinien. 

(C) Auf einer Kreisflache K nehmen wir zwei Kurven c und c' 
an, die nicht geodatisch parallel sind, und wahlen als Parameterlinien 
t, r die geodatischen Parallelen zu c und c', als Parameter t die geo- 
datiche Entfemung von der Grundkurve c und als Parameter r die- 
jenige von der Grundkurve c'. 

Aus der wohlbekannten Formel cl) folgt 

(0,0,) = (O%0%) = 1, (0,0%) = 0 . 

.Wird mit <•> der Winkel der Parameterlinien bezeichnet, so ist 
<o — ff/2 , 

folglicli 

ds ! = df + dr\ 

wo ds* der Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements ist, 

Fuhren wir nun als neue Parameterlinien die Kurven 
t + r = const., t—r — const, 
ein und setzen noch 

t + r = 2a, t — r — 2$ , 
so erhalten wir 

ds* = 2 (d«*+ 4/9*}. 

(D) Zwei beliebige Kurven t=t(a), r=r(o) und 
r i =T l (a) der Kreisflache K bilden miteinander einen Winkel o>, fiir 
den wir haben 


a) Line at, M. : BIANCHIS Differentiedgeo. { 1910) . S.162. 
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( 1 ) 

sin « = jgggj g ■(_&!_+ tW) 

V(9fi t ) ^+2 (0 A)fV + (d x g x ) /'* + wXMrl+Cejjr? ' 

Aus (1) kdnnen wir cos <», tan sec <», u. s. w. berechnen. 

Die geodatische Linie des Verfolgten und die Richtungslinie auf 
K mOgen miteinander den Winkel u> einschliessen. 

Dann muss sein 0) 

(o 4 w + (Mt)(— -+~ j-)+ 

COS W = ■ — r . ~ g - ■: • 

y (M<) + 2 (M-0 —j~j + (©-c Ox) (•^ ) y (M<) +2 (Mt ) + (8 x 0x)(-~p-j 

(E) Bei der geometrischen Formulierung der BAcKLUNDschen 
Transformation spielen die Eigenschaften der Haupttangentenkurven 
einer pseudospherischen Flache eine wesentliche Rolle. Nach Dini 
und Enneper kdnnen wir wissen, dasz das Quadrat des Linienel- 
mentes einer solchen Kreisflache (K) fur die Haupttangentenkurven 
als Parameterlinien die Form erhalt 

ds" = df+ 2 (9 t 9 x ) dtdr + d r s , 
wo 

V/Wt cos' 1 <(W,)> = (1-(W>* 

genugt. <S) 

Bezeichnen wir mit & und die Winkel von c bzw. c ' mit der 
Kurve r, so ist 

sin * =/l-TW cos * = + (*,*,) , 

sin «?,= /1-(W ~p cos t? = _|L + (W , 

folglich 

w. z. b. w., 

(1) LETZ, E.: Die Verfolgungskurve des Kehlkreises auf den Rotationsflachen 
konstanter Kriimmung, Inaugual-Dissertation zur Erlangung der Dbktorwurde der 
Hohen Philosophischen Fakultat der vereinigten Fried richs-Univ. Halle-Wittenberg 
(1912), S. 16, 

(2^ Vergl. Encyklopadie der Math. Wisserischaften, III. 3, S. 342. 
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wobei c, c\ a, p in Bianchis Buch (,) stehen. 

(F) Nach Hayasi <2) kdnnen wir wissen, dasz in dem Falle der 
Kreisfldche K aus der Bedingung 

T< = Tc 

ergibt sich, dasz die GrOszen 

D a /m), D 1S /(W, D a / 1 

eine arithmetische Progression bilden, wo TV bzw. Tr 1 die Torsionen 

f 

t = const, und r = const, 

D u d<* + 2 JXndtdr + D^r 2 = 0 

die asymptotischen Linien auf K sind. 

Uuter „Torsionskurven“ einer Kreisflache verstehen wir die Kur- 
ven, auf denen die geodatische Torsion ein Extremum besitzt. Ihre 
Gleichung ist 

(6fi,)dL' -(6,6,)dr' = 2, 

wenn die Krummungslinien als Parameterkurven gewahlt werden. c,) 

(G) ‘ Im folgenden machen wir die Geometrie auf K klar. 

Wenn die Krummungslinien parametrig sind 

((W = D„-0), 

so nimmt die Differentialgleichung der Tortionslinien die folgende 
Gestalt an : 

(6,6,) d? -(6,6,) dr' = 0, (6,6,) = u 

Wenn die Torsionslinien parametrig sind, so gelten 

,2 D„ ex - (6,0,) {(6,6,) Da + D„ - 2 (6,6,) D«} = 0 , 

<2 Da ex - {(6,6,) Da + D n - 2 (6,6,) D,,} = 0 , 

(.0* = (Bfi,) - (6,e,f. • 

(1) LUKAT, M. : BIANCHIS Differentialgeoraetrie, Leipzig und Berlin, (1910), S. 
215. 

(2) HAYASI, T.: On the Usual Parametric Curves on a Surface, Tohoku ScL 
Reports, 5 (1916). 
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Nun sind die Torsionslinien orthogonal : 

(W*0, 

wobei A in meiner Arbeit 05 steht. 


Folglich gehen die beiden obigen Gleichungen iiber in 
jW){D„-(WD s )=0, 

( {D u — ( 0 , 6 ,) Da) = 0 . 

Nun ist (,) 

m) + 0 + 1 . 

Daher musz 

D n - (VA) Dg, = 0 
sein. Also gilt der 

Satz : Die notivendige und hinreichende Bedingung dafiir, dasz 
die Torsionslinien parametrig sind, besteht darin, dasz 

j(W = 0, 

(d„ — (0,0,) D* = 0 

ist. 

Leiten wir aus einer gegebenen Kreisflache K durch eine pro- 
jektive Transformantion ihrer Punkte eine zweite Kreisflache K her, 
so sind zu erhalten : 



At/( 0,0,)(0A)-(0A? n 

~sw 1 


A t Me.)M -mf D 
nW ' “ ’ 



(1) HAYASI, T.: On the lines of Torsion, Tdhoku S. Reports, 3 J914), p. 217- 

222 . 

(2) NAKAZIMA, S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 
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wobei A, n und W n W Lilienthals Buch (,) stehen. 

(H) Es sei auf der Kreifflache K (u\ w*) mit vorgegebener Metrik 
und vorgegebener affiner Ubertragung eine Kurve 

( 1 ) U* — U* (t), t — u\ T =SU* 
gegeben. Dann wird ihr Tangentenverktor durch 

(2 ) x — xtu t 

und ihr Bogenelement durch 

(3) S = y-] e ik u*u* , e ik ^{6 i d h ) 

bestimmt. Der Vektor 

(4 ) t = x / s — u* I s-Xi 

ist der Einheitsvektor in der Richtung der Tangente, und seine An- 
derung 

( 5 ) t = St I dt 

miszt daher die Richtungsanderung der Kurve. Wir kOnnen dann 
vielleicht, wie in der elementaren Differentialgeometrie, den Verktor 

(6) * = t/* 

als den Krummungsvektor der Kurve (t) bezeichnen, und die Kurven 
St — 0 sind diejenigen Kurven der Kreisflache K, die bei der ge* 
wahlten Parallelubertragung ihre Richtung nicht andem; wir be- 
zeichnen sie daher als die „geradesten Linien“ der gegebenen Masz- 
bestimmung und Ubertragung. 

Wahlen wir als Parameter die Bogenlange der Kurve und setzen 
also s=t , so wird. 

(7) s = l. 

Soniit wird 

(1) Lilienthal R. V : Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, zweiter Band 
(1913), S. 201. 
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( 8 ) dt — du*Xi , 

da 

(9) 6u*= dii* + u p da* P 

und 

(10) t = (u* + 
ist. Hieraus folgt 

( 11 ) 1 1 = 1/2 • 6/ds • 1/1 • d H u l u k = 0 , 

d. h. der Vektor t steht auf t senkrecht, wofem er nicht selbst ver- 
schwindet. 

Aus (11) folgt 

( 12 ) S/ds- d a u*u k = 0 

wenn 1 konstant 

(I) Die orthogonalen Trajektorien der Parameterkurve dr=0 
sind durch 

( 1 ) dU BB (0,0,) dt + (0,0,) dr = 0 
gegeben. Fliminieren wir dt aus 

( 2 ) (0,0,) dt + 2 (0,0,) dtdr + (0,0,) = 0 

und 

(3) dU = (O,0,)dt + (0,0,)dr , 

so folgt 

( 4 ) (0fit) dU* + (w dUdr + (M7) dr* = 0 , 

wobei 

((dj,)~ 11(6,0,), (W«0, (W-fi /(0,6,), 

( 5 ) j 

(e* = (0,6,).(0,0,) - (0,e,f 

m 

gesetzt sind. 

(1) Vgl. SALKOWSKI, E.: Affine Differentialgeometrie, Berlin und Leipzig, (1934), 
S. 114. 
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(5) sind die Gleichungen unserer Minintallinien, die der (1) dt, 
dr gemein sind. 

(J) Wir ktfnnen den letzten Satz in §6 von Oguras Arbeit <15 
in dem Falle der Kreisflache beweisen. 

Weiter kOnnen wir /, , p x in Lilienthals Buch <4) mit 

(0A), (w 

ausdrflcken. 

(K) Falls die Kreisflache K die konstante Kriimmung besitzt, 
so entsprechen den geodatischen Linien auf K die Geraden, wenn die 
punktweise eindeutige Abbildungen einer K auf einer Ebene ent- 
sprechen. 

In diesem Falle soil die Differentialgleichung der geodatischen 
Linien das Integral 

( 1 ) Ar + Bt + C = 0 

besitzen, wobei A, B, C die willkurlichen Konstanten bedeuten. 

Die Differentialgleichung muss also lauten : 

( 2‘) (ft / dr* = 0. 

Unter Zugrundelegung eines Systems geodatischer Polarkoordina- 
ten (r, t), von denen die Kurve /= const. auf K durch einen und den- 
selben Punkt der Kreisflache K hindurchgeht, nehmen die Quadrate 
der Langen der Linienelemente auf den K. konstanten Krummungs- 
masses die einfache Form an ; je nachdem das Kriimmungsmass der 
K gleich Null, positiv oder negativ ist, erhalten wir beziehlich der 
Werte 

! ds* = dr* + r *df 
df = dr* + ff (sin r/k) df, 
ds s = dr* + If (sinh rjkf df . 

(1) OGURA, K.: Trajectories in the conservative field of Force, Fart I, T6hoku 
Math. Journ. Vol. 7, S. 133 und S. 181. 

(2) Lilienthal, R. v. : Vorlesungen fiber Differentialgeometrie eweiter Band. 
Leipzig und Berlin (1913) , S. 211 und 212. 
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Entsprechend diesen drei Formen erhalten wir als Gleichungen 
der geodatischen Linien : 

■Ar cos t + Br sin t + C = 0 , K = 0 , 

(4) ■ Atgr/£-cosf + B tan T/jfe . sin i + C = 0, K -> 0, 

A tgh r/k • cos t + B tgh r/k • sin t + C = 0 , K < 0 , 

webei A, B, C willkurlicke Konstanten sind. 

(L) Damit das Netz (t, t) and K aus zwei Scharen der Minimal- 
kurven bestehe, ist also notwendig und hinreichend, dasz zugleich 

(1) ( W = o und (Mt) = 0, 
gelten, wobei ^ in meiner Arbeit c0 steht. 

Aber in unserem Falle gilt nicht 

(2) (W = 0, 

sondem 

( 3 ) (Mx) = 1 . 

so dasz das Netz ( t , aus zwei Scharen der Minimalkurven nicht 

besteht. 

Es sei nun 

(4) (<W) + 0, (0x0x) + O 

und 

( 5 ) co = < (5, , s,) , 
so ist zu erhalten 

! cos co — (0,0,) : i ' 1 8ft j (W , 
sin co — T : i/(0,0,) (0 t 0,) , 0 < co < n , 
T*=(0,0,)(0,0x)-(W. 

Ist U der Normalenvektor der K, so gilt 

(1) NAKAZIMA, S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 
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(7) [ S U]=-^ 5 ^^^. 

(M) p t und Pi seien die beiden Hauptkriimmungen von K, so 
teilen 

dpi = 0 und dpt = 0 

die Umgebung des Kreisflachenpunktes in zwei Winkel. 

Die beiden zugehdrigen ausgezeichneten Richtungen genugen der 
quadratischen Gleichung (,) 

(dr) 2 , - dtdr , ( t dt) f 

(1) (W (W =0. 

A iPi • A iP t , l (AiPi-AtPi+biPi-biPt), A ^ • A iPt 

Aus (1) kdnnen wir die Hauptverzerrungsrichtungen auf K de- 
finieren. Ci) 

Aus der besonderen Form der Gleichung folgt sofort die Ortho- 
genalitat der beiden Richtungen. 

1st die betrachtete Kreisflache eine W-Kreisflache, ist also 

(2) (0A) = O, 

so fallen die beiden Richtungen 

( 3 ) dpi = 0 und dp t = 0 
zusammen. 

Die Gleichung (1) wird identisch erfiillt, wenn 

( (<W:(W:(W 

( 4 ) J 

( — Ajpi • A t p t : ^ (A^ . ~iP 3 + AgPi • AjP 3 ) : Ajp t • A s pi 

gilt. 

Nun setzen wir (1) an in der folgenden Form 

(5) p n df + 2p ti dtd^ + p„dr' = 0 , 

(1) VAKSBLJ, A.: Beit rage zur Flachentheorie, Mathamatische Zeitschrift 38 
(1934), S. 451. 

(2, VAKSBLJ, a. a. O., 451. 
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so kdnnen wir leicht 

( 6 ) pH , pa , pa 

mit 

( 7 ) A , Pi > A 4 P» > Pt > A s Pi > (6,6,), (0A), (^-A) 

bezeichnen. 

Wie wir schon wissen, ist 

( 8 ) ( 6,6, ) dt 1 2 + 2 (6,6,) dtdr + (6,9,) dr 2 = 0 

die Gleichung der Minimallinien. 

Aus (6) und (8) bilden wir 

r q \ p _ Pud? + 2 pitdtd? + ptsd^ 

(0,0,) df + 2(0,0,)dtdr + (6,6,) dr' ' 

so soil P fur alle Werte von k=dr\dt dasselbe sein. wenn 

(10) pn ipitiptu = (0,6 ,) : (6,6 ,) : (0,6,) 

gilt. 

Weiter kdnnen wir untersuchen wie in Oguras Arbeit. 03 
Wie erkannt kdnnen 03 wir P so schreiben : 

(11) P = (1) P cos* 6i + CS )P sin* 6i . 

Betrachten wir (5), so kOnnen wir sehen, dasz (5) beide de- 
finierte Kurvenscharen auf K zueinander konjugiert sind, wenn die 
Koeffizienten p n , p a , p n mit D„ , D l2 , D w unter der Bedingung 

(12) Dn/ , i>4 2 T) u pit + DtsPu — 0 

verkniipft sind. 

Die Torsionslinien sind diejenigen Kreisflachenkurven, langs 
deren P in (9) der Bedingung 03 

(1) OGURA, K.: On the theory of representation of Surfaces, Tohoku Math, 
Jcurn. 12 (1917), S. 240. 

(2) DUSCHEK-MAYER : Lehrbuch der Differentialgeometrie, I (1930), S. 104. 

(3) TAKASU, T.: Differentialkugelgeometrie, II, Science Report of the Tohoku 
, Imp. Univ., Vol. XVII (1928), S. 522. 
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20 

genugt, wenn (0/A) = G** , Pm = Da* , wo 
gilt. 

Man setze (9) in 

/io | p _ ___ P n 2 j>jgt + p&l 

y } ' ' (6 l e l ) + 2(0A)t+ (Wf ’ 

wo t = dr :dt ist- 
Berechnet man 

(14) dfdt • (P) = 0 , 
so folgt 

((/>„ + Arf) {(0.0/) + 2' (0A) * + (0,0.) f 1 2 3 } 

(15) < 

( = (( W + (0A) 0 (pu + 2 /> ls f + pj ) . 

Aus (13) und (15) erhalten wir 

i 

(GA*d«*-l/P-DA*dM‘=0, wo Ga*=(0*0*), du'=dt, 

(16) 

ldu 2 =dr, Dm— Pm. 

Eliminieren wir dr : dt aus (16), so erhalten wir fur die extre- 
malen Werte von 1/P wiederum die Gleichungen (16), woraus (,) 

(17) P, + P» = 1/2 • G‘*D(* = H , 

(18) P,P, = D/G = K 

folgen. 

(N) Aus §225 in Takasus Buch (,) kOnnen wir wissen, dasz 1 
in meiner Arbeit <5) gegeben in der folgenden Gleichung 


(1) Vgl. Takasu, T. : Differentialgeo. in den KugelrSumen, Bd. I (1938) Tokyo, 
S. 214. 

(2) TAKASU, T.: Differentialgeo. in den Kugelraumen, Bd. I (1938) Tokyo, S. 
214. 

(3) NAKAZIMA ( *• MATUMURA = MAT8UMURA) , S. : Kugelgeo.von MtiBIUS, Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S, 36. 
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( 1 ) A = C. exp. 5 E*X,G , 
wo 

(G** = (d h 9 k ) , du l = dt , du 3 = rfr , 

( 2 ) s 

(E**E,aX,*G“ = - G**Xa* = 0 

gilt. 

(O) Wir betrachten eine Rotationsflache als Kreisflache, so ist 
das Quadrat ihres Bogenelements 

(1) ds 2 = {e,e t ) df + dr* . 


Besteht (1), so wird die notwendige und hinreichende Bedingung 
fur die MOglichkeit, ds l in die harmonische Form zu bringen, durch 
zwei Gleichungen fiir p ausgedruckt, welche bei passend gewahlter 
Form der Funktionen A und W von t sind c0 : 


£-(w(w + a'J$ ; 7 ) i 

3A )]=(W(w4"[ /(W ’( w+A 1(^)]. 


(P) lm folgenden entwickeln wir die allgemeine Theorie des 
Entsprechens der Kreisflachen. 

Es seien zwei Kreisflachen K und K gegeben, zwischen deren 
Punkten irgend eine eindeutige Beziehung besteht, nur der Bedingung 
unterworfen, dass reellen Punkten der einen reelle Punkte der ande- 
ren und unendlich nahen Punkten der einen ebensolche der anderen 
zugeordnet seien. 

Dann nennen wir den Quotienten zweier Bogenelemente 

( 1 ) ,o=ds:ds= / <2(0,0,) «*+ (0,0,)) : ■/{* **+ ( W) 

entsprechender Linien den „Aehnlichkeitsparameter.“ 

Samtliche »* Linien 


II) Vgl. RAFFY, L. : Recherches sur les surfaces harmoniques. Resumd Bulletin 
de la Soci£t£ Math6matique de France public par les secretaires, Paris XXII (1894) , 
63-66,84-96. 



190 


S6zi Matumura 


( 2 ) p = const. 

werden „Aehnlichkeit bewahrende Linien “ genannt. 

Durch jeden Punkt (/, r) von K Oder K gehen <*>' solche Linien, 
und jedem Werte von p entsprechen deren zwei mit Ausnahme der 
Punkte 

(3) (*,«,) :(W) = (W:(W, 

wo diese zwei zusammenfallen. 

Das Entsprechen wird in diesen Punkten isogonal. 

Hat letzeres in alien Punkten statt, so gibt es «>' Aenlichkeit be- 
wahrende Linien. 

(Q) Ween 

(1) (W = 0 

in 

( 2 .) (0 t e,) df + 2 (9A) dtdT + dr- = 0 

gilt, so folgt 

<tf = {0 t 0,)dt 1 + dr*; 

so wird die geodatische Kriimmung einer Kurve r=const. durch den 
Ausdruck pi 1 dargestellt. 

Mittels des Differentiators kflnnen wir uns jetzt leicht von der 
besonderen Koordinatenwahl befreien. 

Man findet im vorliegenden Fall 
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( 6 ) ft = 1. 

m r T = (/( m), = • vTO , 

(8) F(r,l) = 0, 

wo f 9 — F (9, f) — der erste Differentiator von Beltrami, 

F ( 9 , = der gemischte erste Differentiator von Beltrami, 

d (<p) = der zweite Differentiator von Beltrami 


ist. 

Nach den drei Gleichungen (6) bis (8) wird 


(9 


) (r.yLA 

V F T \ v F r / • 


Allgemein ergibt sich daraus fiir die geodatische Krummung einei 
Kurve 


<p (t, r) = const. 


folgender Ausdruck: 



(R) Wir betrachten Bianchis Translationsflache (,) als Kreisflache, 
so gilt 


d? = df + 2(0A)dtdr + dr\ 


( 1 ) 

1(0 A) = W 

(S) Betrachten wir eine der zwei Scnaren von Parameterlinien 
auf der Kreisflache, so ist sie die Kurve 

t — const., 

so ist die Gleichung der Loxodromen 


(1) BIANCHI, L.: Popra la deformazione di una classe di auperficie, Giornale 
matematiche ad uso degli studenti deile university italiane pubblicato per cura del 
Prof. G. GATTAGUN1. XVI, p. 267-270. 
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,0,) - (W- a (0A) dt- a (0,0.) dt = 0, 
deren a in Dinas Arbeit (1) steht. 

(T) Wenn wir Voss’ Kreisflache mit V bezeichnen, so gilt 
(0,0,) = 1, (0,0,) = cos 2 w, (0,0,) = 1 , 
wo 


( 2 ) 3 / 3tfr {cos* 1 (0,0,)} + Vl - (0,0,/ = 0 

ist.< 2 * > 


Der Bogenelement von V ist 
( 3 ) = dt + 2 (0,0,) dtdr + dt ' , 

wo (2) gilt. 

Die Tangenten Koordinaten X, Y, Z und W erfullen 
(4) 3V/3/3r 4 (0,0,) ■ 0 = 0. 

Codazzis Gleichungen von V sind 


(5) 


3D 1_ 

3r 1 /l-(0,0,)‘ 3 1 

1 3D n _ 1 3 

~W Vi hW 3r 


:- r COS- 1 (0,^,).D ,, = O, 

cos" 1 (0,0,) • D = 0 , 


deren D und D’ 1 in Eisenharts 05 stehen. 

Weiter kann man V nach Eisenharts Arbeit** 1 untersuchen. 

(U) Nachstehend benutzen wir 
( 1 ) ( 0 , 0 ,), ( 0 , 0 ,), ( 0 , 0 *) 
zur Kugel. 

Es soli ein dem Polarkoordinatensystem der Ebene analoges Sy- 
stem eingefuhrt werden. 


(1) DINA, C.: Sopra una curva particolare giacente sopra una superficie in 
generate, Giornale matematico ad uso degli studenti delle university italiane 
pubblicato per cura del Prof. G. Gattaglini, Napoli, XIX, p. 296-310. 

(2) EisgNHART, L. P.: Transformations of Surfaces of VOSS, Transactions of 

the American Math. Society, 15 (1914), S. 246. 
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Der Pol 0 liege auf der Kugeloberflache, r sei der spharische Ab- 
stand des betreffenden Punktes von 0, t der Winkel, den r mit einera 
Anfangsmeridian bildet, beide im Bogenmasz gemessen. 

r geht also von 0 bis n, t dagegen kann alle Werte annehmen, 
auch grdszer werden als 2*. 

Der Kugelradius sei gleich Eins. Dann lauten die Gleichungen 
der Kugel : 

! £ = sin t sin t , 
rj — sin r cos t , 

C = cos r . 

Das Linienelement einer beliebigen Kurve auf der Flache lautet 
dann : 


( 3 ) ds 1 2 = + sin 2 r • df , 

so ist zu erhalten 

( 4 ) = sin 3 r , (9 A) = 0 , (MO = 1 . 

Und der Winkel /•*, den diese Kurve mit einem Meridian bildet, 
wird bestimmt durch 

( 5 ) tan t* — sin r • dt/dt , 

Oder tan = V(0,0 t ) • dt/d? . 

Weiter kdnnen wir untersuchen wie Roesers Arbeit, 05 z. B. wir 
erhalten 


tan r . tgr x sin (t, — t) + tg t tg r 2 sin (t-t } ) 

+ tg T t tg sin (/,-*,) = 0 , 

wenn ein grflszter Kreis durch zwei feste Punkte geht. 


(1) ROESER, E. : Die Verfotgungskurve auf der Kugel, Inaugural-Dissertation, 

Vereinigten Friedrichs-Universitat Halle-Wittenberg (1909). 
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( 2 ) 

Im folgenden machen wir 

rj = COS a • £ + sin a • £ ' 

klar. (,) 

(A) Wir betrachten 
( 1 ) r] = cos a • £ + sin a • £' 
und 

(2) C = cx)sa-^ + sina-^ / , 
wo « die Konstante ist. 

Aus (1) und (2) folgt 

! C=cos « {cos « • £ + sin « • £'} +sin a (cos « • £'+sin « • £"} 
=cos *« • £+2 sin a cos « • £'+sin* « ■ £" 
anderseits muss 

t 

( 4 ) C = cos 2 a • £ + sin 2 « • £' 

gelten 

Aus (3) und (4) folgt also 
£" + £ = 0 . 

(B) Wir betrachten 

c»7 = cos a- Cl) £ + sin a • (,)£', 
o7 = cos « • CS )£ + sin a • (*>£', 

CJ)7 = cos a • (,)£ + sin a • (,)£', 


(1) THOMSEN, G.: ttber konforme Geo. II, Abb. ans dem Ma$k„. Seminar der 
Hamb. Univ. 4 Bd. S. 132. 
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Wenn p auf o’? senkrecht- ist, so folgt 

' cos « • (p • of ) + sin « • (p • of') , 
cos « • (p • c »£) + sin a • (p • C 2 )C') , 
1 cos « • (p • <„£) + sin a • (p • (3) c') , 


daraus ergibt sich 


' (P * <»$) (P • 0 + (P ■ »?') (P • ci>£) — 0 » 

(P • wf) (P * mO + (P • cJ') (P • cJ) = 0 , 


wo p der Kreis in Rj ist, So ist zu erkennen, dasz 

/\ /V /\ /\ 

COS P, („)£ • COS P, of' + cos P, <„£' • cos P, of = 0 , 

(n = 2, 3, 4, ...). 


(C) Wir betrachten 
( 1 ) ij — cos a • £ + sin a • f ' , 
wo £ der Kreis in R 2 ist. 


Ist n eine ganze Zahl, so folgt aus (1) 


( 2 ) 


( — cos a • £ + sin a • £' 

da 4 " 


d 4n ^_ 

da*"* 1 

da 4n * i 


— sin a • £ + cos « • £', 

— cos a • £ — sin a • £', 


= Sin a • £ - cos « • £' , 

_ = cos « • £ + sin « • £', 

d<r n +* 
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daraus ergibt sich 


( 3 ) 


/tfy =0 (t \ 

\da 4n da 4n+i ) ’ \ da*" 1 ) 

< 

/ rf 1 ” 41 ? = , 7 y d '"'rj \ 

*-\ da 4n+l ~da in+l ) ’ V da 4 " 1 ) 


= — sin a , 

= COS a , 


so kCnnen wir wissen, dasz 

( 4 ) . | | ^*9 

da 4 "*' ’ da 4 " 11 rf« 4n+ - 


gilt. 


Weiter kflnnen wir untersuchen wie in Takasus Buch. ( ° 
Es sei 


( 5 ) 


= cos a • £ + sin « • f ' . 

da 4 " 


Diese Kugel beschreibt das folgende Winkelelement : 

( 6 ) (- 


(d'"\ 

d'"'rj > 

\ = (*L 

d ^ \ rnc* a «+• | 

(d? djT\ 

\ da 4 "' 

da 4 "' ) 

' \da 

1 vUw ^ X I 

da ) 

\ da da) 


+ 2 (ff) 

Aus 

( 7 ) 3 / 3 a • (d ,n 4 i 7 j d 4 " 1 ]) = 0 


^ ^ ^ sin a cos a . 


ergibt sich : 

( 8 ) tan 2 « = 

Oder 


2 (dSd?) 


- (dSdf) + (dt'd?) 


= - ( d£'d?) + (dtdt) - V {(d$d£ 7 - (dt'd ?')} 2 + 4 (dig? 7 ? 

2 (dweo 


l../. , ^ _-(d£'rf£') +(<*&#)+» 0 >‘ + 4 (d$dt? 

tan(a+J— ; 2MMF) • 


( 1 ) TAKASU, T. : Differentialgeomctrien in den Kugelraumen. Bd. I, Tokyo, 1938 , 
S. 88. 
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(D) Fur den Winkel f zwischen dem Kreis j* und der Kugel 

( 1 ) fj = cos a • £ + sin a. • $ 
haben wir 

( 2 ) COS* <P = A,(, (s“, COS a • f 

+ sin a • j) (j\ cos « • £ + sin a • f) , 
wo £ die Kugel in R, ist. 

Wegen 

( 3 ) | A., | - 1 : A > 0 

ist ini Rellen nur cos* <p — 0 mSglich, wenn 

( 4 ) (j“, cos a • £ + sin « • £) =a 0 

ist. 

Erweitern wir unsere Kugelgeometrie auf das komplexes Gebiet, 
so ist der Fall cos*f = 0 auch moglich, ohne dass (4) gilt. 

Wir wollen sagen, dass der Kreis g* auf die Kugel halbsenkrecht 
(1) sei. 

Wahlen wir als Hilfskugel speziell die Scheitel 

( 5 ) j 1 = u , s" = i) , 
so folgt aus A > 0 

( 6 ) Mi) + 0 , 

und es gilt 

( 7 ) An = 0 , A IS — l/u\) , Ajj = 0 , 
und aus (2) folgt 

( 8 ) cos 2 <f - ( M » cos a • £+sin a • £) (>), cos « • £+sip a • £)_ . 

(Mi)) 

Daraus folgt der 

Satz : 1st der Kreis auf die Kugel (1) halbsenkrecht, so liegt ein 
Scheitel auf ihr, und ist er auf die Kugel senkrecht, so liegen seine 
beiden Scheitel auf ihr. 
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Wir kOnnen (1) setzen in 

( 9 ) rj = [{e #< + «-“} : 2] : f + [{e“ - «-*} : 2 f] • f . • 


Weiter kOnnen wir setzen 


( 10 ) 


-'{‘-ST 


+ 


4! 




a— — 


3! 




wenn a klein ist. 

(E) Betrachten wir 
«» 

( 1 ) ^ = ]>] {const. • «>£ cos if + const. • (0 £' sin if } , 

wo ( i)f die Kugeln in R„ bedeuten. 

( 1 ) bezeichnet im allgemeinen zwei Punkte im R„ , wenn m~n 
gilt. 

Wenn 1 <C m < n in ( 1 ) besteht, so bezeichnet ( 1 ) den Kreis in 
R* . 

in 

( 2 ) ^ (t) = N] {const. c<>c (t) cos if + const. co £ ' (t) sin if) , 

i — 1 

1 <. m < n 


Oder 

m 

( 3 ) ij (t) — S {const, cof cos if (i) + const. co^' sin if (t)} 

bezeichnen die Kreisschar in R„ , wo 1 "> m < n , t ein Parameter ist. 
Mit 

m 

( 4 ) rj = S {const, co f (t) cos if + const. «>£'(*) sin if} 

Oder 

w» 

( 5 ) 7 = S {const, co? cos if (t) + const. £ sin if (<)} 

kttnnen wir Zwei Kurven in R„ bezeichnen. 
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( 3 ) 


Im folgenden erwahnen 05 wir 


und 


cos* f = 


TlMi 


cos’ <P — T . 


(A) Wenn 




so folgt 


COS 8 <p = — — — 


cos 8 f = C 8 , 


wo C die Konstante ist. 
Da gilt 


A" _ A 18 _ A :! _ c , _ «A" + JSA 18 + rA 82 
T 18 t m ’«T" + 0T ,f + rT :8 ’ 


wo «, /3, j- beliebige Konstanten sind, 

(B) Wenn 

T«? = 

in 

cos 8 <p = , 

so folgt 

COS 8 f = , 


wo A die Konstante ist. 


(C) Ist 


A«o _ t«i> _ & 


(1) NAKAZIMA, S. : Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, T&hoku Math. 
Journ., Vol. 34, S. 196. 
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sin 2 f = (A‘ ? -T‘ f ) p,p t , 

so folgt 

sin 2 ? 1 = krP'Pt . 


A" - T" _ A” - T’ 2 _ A 22 - T 22 _ . 

^pll 'J'l* 'J'SS 

in sin* <p = (A af — T* f ) p„p t , so haben wir sin* <p = c 2 .. 
(D) 1st 

fS _ X* 1 *) = 'J'#? 


so folgt 


T'V.ft 


tan* <p = c , 


jn ji2 ja 

A 22 — t m 


«T n + ^X’ 2 + rT 22 
:(A n - T n ) + p (A 1 * -T 1 *) + r ( A** - T 22 ) 


(E) Es seien zwei Kreise Si und ® in R» gegeben. 


( 1 ) ») = P»f 

eine normierte Kugel durch Si mit 


( 2 ) (w) = p»p>A at = 1 , 


so gilt 


(3) cos* <p - p»p t T"\ 
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wo <p der Winkel zwischen urfd Si ist. 

T af steht in meiner Arbeit. 03 
Aus (2) und (3) ergibt sich 

( 4 ) cos l <p = Papp T® ? : p a p f A* 1 ’ . 

Nehmen wir $ anstatt & in (4), so folgt 

( 5 ) cos 5 ? = PaPt T*" : papt A® 1 ’ . 

Eliminieren pi, pa aus (4), (5) und 

( 6 ) Api + 2 BpiPn + cph = 0 , 

so folgt 

| A B C 

* T” —cos' <p • A 11 T ,J — cos*f • A 15 T 55 — cos 8 <p A 52 =0, 

T n — cos 8 f • A n T n — cos* '<p • A 12 T 88 — cos 2 f A 28 

Oder 


A 

B C 


A 

B 

C 

'JMI 

*£12 22 

— cos 8 <p 

A" 

A 18 

A 88 

r£tl 

ip22 


T 11 

'J'tt 

'J'J 



A 

B 

C 


A 

B 

C 

cos 2 $5 

'JMI 

»pl2 

T 22 

+ COS 2 <P COS 8 <P 

A” 

| 

A 13 

A 88 


A” 

A 18 

A 85 


| A” 

A 18 

A- 8 


Weiter ist zu untersuchen wie in Oguras Arbeit. 03 

Wenden wir uns an den Fall des Funktionenraumes, so folgt aus 
(2) und (3) 

(7) SP'P> A« 2 = l, 

( 8 ) \ p.p„ T®" = cos 8 <p . 

(1) Vgi. NAKAZIMA C=MATUMURA=MATSUMURA), S.: Kugelgeo. von MOBIUS, 
Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 

(2) OGURA, K.: On the theory of representation of surfaces, T6hoku Math. 
Journ. 12 (1917), S. 266. 
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Betrachten wir zwei Kreise ft und ft in R s derart, dasz alle durch 
die Kreise gehenden Kugeln den gleichen Winkel miteinander bilden, 
so muss (8) von p a 'mabhangig sein. Das ist nur dann mdglich. wenn 

ST" prop. \ A" 


ist. Aus (2) und (3) folgt 

( 9 ) cos* <p = S P»PtiT" : S P»P> A”' 1 * . 

Nehmen wir einen Punkt u als Linearkombination von f und 
X*[ a== I> II], dann folgt 05 


(0 = J [PtPti A" + PaPuB" + PaPi>T*} , 

(10) J , 

l e - S {i'T "PaP* + i V(A" - T ") p ..ft) . 
Wir betrachten 


! S dXidyt — GtjdtSdu* , 

X! (dxtf = girfu'du 3 * , 

S (dyif = gu dutdu 1 
in meiner Arbeit/* 5 und bilden 

p g S dXidyt _ Gtjd u'du 1 

S (dx t )* gijdu'du? 

p/ S dXjdyi _ Gjjdu'du 1 
X (dyif gijdu'du* ' 

Eliminieren wir du\ du * zwischen (12', (13) und 

(14) C, (du 1 ) + 2 C 8 du'du* + C 3 (du*) 1 — 0 , 
so gelten 


( 12 ) 

(13) 


(15) 


C, C s 


C 3 


Gn P gn G, s P g Jt Go, P 

G,1 — P gn G,J — P gu Gjj — P gss 


0 , 


(1) Vgl. NAKAZIMA, S.: Differentiaigeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku 

Math. Journ., Vol. 34, S. 201. 

>2 Nakazima ( = Matumura = Matumura) , S.: Differentialgeometrie der 

Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. Journ., Vol. 34 (1931) S. 191. 
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darin kOnnen wir weiter untersuchen wie in Oguras Arbeit. (I) 

Das gemeinsame Paar der beiden Involutionen 

(16) G ijdu { du J = 0 , gudiSdu 1 = 0 

kdnnen wir im Punkte j sowie im Punkte t) begreifen und wird durch 
(duj -du'du* (du*f 

( 17 ) Gjj Gj« G It = 0 

gtl G IS g a 

gegeben. Es gibt 3 C 2 = 3 Paare der Kurven, die dadurch charakte- 
risiert werden, dasz sie je ein gemeinsames Paar zweier der folgenden 
Involutionen bilden : 

(18) G ijdu'ou* — 0 , gijdu'Su^ 0 , g tj du tdu* = 0 . 

Setzt man allgemein folgende Bezeichnung fest 

(du'f —du'dif (durf 

(19) M,j M„ =(MN), 

N 2 2 N]2 Nil 

so ist sie: 

(20) (Gg) = 0 , (gg) — 0 , (Gg) — 0 . 

(F) Wir betrachten drei Kreise ft, ft und ft in R, , und_f ist 
der Winkel zwischen t) und ft , f der Winkel zwischen t) und ft, wo 
b die Kugel, die ft hindurchgeht, wo i) = / o.jc* ist 
So kann man setzen <2) 

( 1 ) cos* f = T’Vi + 2 V*p,p s + T'pl , 

( 2 ) cos* f = TYi + 2 T "ftft + T . 

Wenn 

U) OGURA, a.a. O., S. 266. 

(2) NAKAZIMA ( M ATUMUR A = M ATSUMURA) , S. : Differentialgeo. der Kreisscha- 
ren, X, XI, XII, Tohoku Math. Journ. Vol. 31, S. 204. 
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( 3 ) T n T 18 2 = Q __ 'j'K'pia = q 

gilt in (1), (2), so folgt 

( 4 ) T” : T 12 : T 22 = T u : T 12 : T- 2 . 

Wenn 

(5) T“ = T” = 0 
gilt in (1) und (2', so erfolgt 


(cos 2 <p = T u p\ + T *pl, 

6 ) _ _ 

(cos* <p — T n pl + T 22 /*. 


In (1), (2) haben wir zwei quadratische Formen 

(7) T'V.ft, T Vm 

von denen die erste wegen T > 0 sicher nicht ausgeartet ist. 

Bekanntlich gilt nun der Satz, dass man solches Formenpaar im- 
mer durch eine lineare Transformation 

(8) f = [«=I,1I] 

o-l 

in das Formenpaar 
( 9 ) P \ + 
und 


(10) T'Vi + T 

iiberfuhren kann, bei dem nur die reinquadratischen Glieder stehen 
bleiben, und zwar dies geht im allgemeinen auf eine und nur eine 
Art, allein im Falle 

ai) T #p prop. T‘“ 

auf unendlich viele. 

Schliessen wir den Fall 

T‘ f prop. T* 1 * 

aus, so kdnnen wir also auf eine und nur eine Art die Hilfskugeln t) 
durch St annehmen, sodass 
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(12) T # “={J }J T I2 = 0 

wird. 

Ebenso kOnnen wir die Kugeln durch ft bzw. ft auf nur eine 


Art so wahlen, dass 




(13) 

T«k = 

L 01 
) If, 

'J'12 

= 0 

bzw. 





(14) 

T°= 

L 01 

) If, 

T 12 

= 6 


wird, wenn wir den Fall 


(15) 

bzw. 

T* ? prop. 


(16) 

T°“’ pryp. 

^12 

ausschliesen. 



(G) Es seien 


(1) 

ft, ft, ft 



drei Kreise in R 3 . 
1st 


( 2 ) = p.tf 

eine Kugel durch ft, so ist 

(3) cos‘f = , 

wo <p der Winkel zwischen Q und ft ist. Ist <p der Winkel zwischen 
t) und ft , so gilt 

( 4 ) cos’ <p - T* 11 . 

1st <p = <p , so folgt aus (3) und (4) 

(5) T a *p aPf = T* f p*p f . 

Ist (5) unabhangig von <p a , so muss 
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( 6 ) T #|1 = T* 1 * 

sein. 

(H) St, ft und $ seien drei Kreise in R„ und eine normierte 
Kugel durch St in R„ , so folgt 

( 1 ) cos* <P = T'V.ft , COS 2 9 = T‘V«/ , I« . 

wo f der Winkel zwischen St und , <p der Winkel zwischen $ und 
ist, da 

( 2 ) (w) = A ay p t p f = 1 

gilt. 

Sind die Werte von cos 2 <p , cos 2 <p gleich K bzw. K , so folgt aus 
(1) und (2) 

((T*" — KA® 5 ) p a pt = 0 , 

(3) ] _ _ 

((T“ 1 ' - KA #(l ) Papfi . 

Aus (3) kOnnen wir wissen, dasz 


( 4 ) [{T a| ‘ - KA‘>} + X {T*» - KA“>}] PaP , = 0 

gilt, wo X ein unbestimmtes Parameter ist. 

Da ist K eine Funktion von K. 

Unter den Kugeln in (4) gibt es die Kugel, deren Parameter- 
werte wir aus der Gleichung . 

( 5 ) | {T* f - KA #? } + X {T* 1 * - KA e|1 } | = 0 


in X bestimmen. 


( 4 ) 


(A) Wir betrachten <0 
(1) 5 = f — (fy) y . 

(1) THOMSEN, G.: Ober konforme Geo.: Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamburgischen Univ. 4 Bd., S. 122. 
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Sind £, 7) und j die Kreise in R s , so entsteht 
(55) = (SS) + (hf (VV) - 2 (£?) , 

d. h. 1 = 1 - (£?)\ 

Oder 

(2) 

so folgt der 

Satz : Sind £, 7 wwd j die Kreise in (1), so mussen £ ««d ij 
aujeinander senkrecht sein. 

(B) Sind £ und t) die Kreise, 5 ein Punkt in R s , so folgt <!) 

(1) 1 = 4 ( 5 e)* - 4 (3^)", 
wo 

(2) *-2(a$)e-8. 

So kOnnen wir wissen, dasz (1) nicht besteht. 

Weiter kOnnen wir wissen, dasz 

(3) ^ = 2( 5 f)f- 3 

nicht besteht, wenn £ und 3 die Kreise und ij ein Punkt in R 2 ist. 

(C) 5 in 

( 1 ) W = 1 

bezeichnet den Beriihrungspunkt der zwei Kreise £ und 7 , denn aus 
( 1 ) entsteht: 

( 2 ) (K) = WW + (f 5 )- 2 # = 0 , 

(3) (^) = (^)*-(££) = 0, 

( 4 ) (x?) = (£7) (77) “ (fy) = 0 . 

(D) Wir betrachten 

= 5 - 2 (3 £) £ , 


( 2 ) Thomsen, a. a .0., S. 122. 
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so folgt 

(**)=-(»*), 

/\ A 

d. h. cost), ? = — cos 5, ? . 

Aus 

cob — ct)J — 2 (coS^) ? 

und 

( 2)5 = (2)8 ~ 2 ((2)5?) ? 

ergibt sich 

(Mh) = (Si 5 a) + 4 (828) (82?) - 2 (82?) (82?) ~ 2 (5,?) (8s?) 

= (8282) , 

/\ /\ 

d. h. cost),,t) s = cos 5, ,82. 

'wo 1 ), ?, 8, o)8, «)8 > o>t>, Pu> die Kreise in R, sind. 

(E) Wir betrachten 
( 1 ) , b = 2 (as) p - (fll)) E 

und 

( 2 ) tu = 2 («) p + (fll)) E , 
wo b, tu, g, e, 1 ) die Kreise in Rj sind. 

Aus ( 1 ) und (2) folgt 
( 3 ) (tog) = (as) ( 1 ) 8 ) , 

( 4 ) (tug) = 3 (as) (Pfl) , 
d. h. (bg) : (tug) - 1 : 3 , 

Oder 

/\ /\ 

( 5 ) cos b, g : cos to, g = 1 : 3 . 

Wenn p und e aufeinander senkrecht sind, so folgt aus (1) und 

( 2 ) 
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, ((»«)= (»>£) = (flp), 

( 6 ) ] 

l(t>P) = - 2 (gjc) , (lop) = 2 (gs) 

Oder 

A A. A 

(cosb,£ =-cosg,p, cosio.s = cosg.p, 

( ^ ) ) /A. A -'V /A, 

(cosb,p = 2cosg,E, cor to,p = 2cos g, £ . 

(F) Wir betrachten 

( 1 ) t) ■= (ac) ? + (c 7) ? , 
so folgf 

(2) (pc) = (ac) + (c^) s , 

( 3 ) (p?) = (ca) (c f]) + (£?) , 

wo c, 3 und i) die Kreise in R s sind. 

Aus ( 2), (3) konnen wir wissen, dasz 

( 4 ) (W) = 0 , 

( 5 ) (pc) - (a?) 

gelten. 

Wenn c und > y aufeinander senkrecht sind, so folgt der 

Satz : Wenn £ und y aujeinander senkrecht sind, so sind p und 
fj aujeinander senkrecht Oder gilt 

cos 0! = cos 0 2 , 

wo 0x der Winkel zwischen p und £, 0 2 der Winkel zwischen a und 
f is/. 

(G) Wir betrachten 

(1) p = 2(a£K-a-f, 

wo c und a die Kreise in R ? sind. 

Aus (1) folgt 

(2) (P8) = (5f)-1, 

(3) (pp) = 2<l-(fa)>, 
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(4) 0)i) = 2( 8 £)*-(£s)-l, 

so kOnnen wir wissen, dasz t) ein Punkt ist, wenn £ und j einander 
beruhren. 

Weiter kdnnen wir wissen, dasz in diesem Falle 9 auf £ und 5 
liegt, d. h. t) der Beriihrungspunkt ist. 

(H) Wir betrachten £ in 

( 1 ) x = £ + 7 - (£ 7 ) 7 , 
wo £ und 7 die Kreise in R 2 sind. 

Aus (1) folgt 

(2) (£x) = (£7), 

' (3) fo) = l, 

( 4 ) (sjc) = 1 , 

so kOnnen wir wissen, dasz £ einen Kreis in Rj bezeichnet und 
( 5 ) cos 0 = cos <p , 

1 

besteht, wo 0 der Winkel zwischen £ und £ , <p der Winkel zwischen 
£ und 7 ist. 

Weiter ktinnen wir wissen, dasz £ und^ einander beruhren. 

(I) Aus 

( 1 ) £ = £ - Tj - (£7) 7, (£7)* = 1 , 

ergibt sich 

( 2 ) (sj) = 1 , 

1 

(3) (x£) =-(?£), 

( 4 ) (p?) = - 1 , 

wo £ unb 7 zwei Kreise in R, sind. 

Aus (2), (3) und (4) kdnnen wir wissen, dasz 5 einen Kreis be- 
zeichnet und 
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COS p = — cos , cos <p = COS 7 Z 

gelten, wo 0 der Winkel zwischen j und t , <{> der Winkel zwischen 
t] und ? , <p der Winkel zwischen j und 9 ist. 

(J) Aus 

(1) s = (f?)7 + (7C)C-f-7-C. (^)* = 1, 0?C) ! = 1 

folgt 

( 2 ) (u)= 1-2(^)(7C)-2 0?C)(cC) + 2(£?) + 2(?:), 

( 3 ) (cs) = ( 7 C)(eO-(^)-(cC), 

(4) (VS) = — (0 j) 

wo f, f] und C die Kreise in R 2 sind. 

Wenn 

(fy) - 0 , (vC) = 0 , (£C) = 0 
gelten, so erfolgen 

( 5 ) in) = 1 , 

( 6 ) (c S ) = 0 , 

(7) (VS) = 0 , 

Satz : Beruhren die Kreise £, v ; V. C wwd c, C einander, so be- 
riihren c, j 35, j owe/? einander. 

Ist 1 ein Kreis, so folgt aus (2) 

(8) (^)( 7 C) + ( 9 C)(f:) = (^) + (^)- 

Aus (8) kdnnen wir eine Winkelrelation, die zwischen den Kugeln 
besteht, finden. 

(K) Aus 

(1) »} = (8^)8+ (V^) V— — 5 * (#*/ = foS/ “ 1 , 

folgt 

(2) . (W)« l + 2(if)(j)?)(^)-2(5f)(57)-2(^)(37j)+2(7j), 

( 3 ) (€9) = 1 — (&t) — (£5) , 
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(4) (W) = (7f)(w)-(W)-1, 

(5) (77) = (tf) (w) - (n) - 1 , 
wo £, y, i die Kreise in R 2 sind. 

Aus ( 2) kdnnen wir wissen, dasz, wenn t) ein Kreis ist, so 

(78) + (it) (87) (V*) = (8*) (87) + (7?) (78) » 

d. h. COS 0, + COS 02 COS 0, COS 03 = COS 02 COS 0 f + COS 05 COS 0, 

gilt, wo 0 , der Winkel zwischen jj und $ , 0 2 der Winkel zwischen j 
und c , 03 der Winkel zwischen y und c ist. 

Aus (3), (4), (5) folgt 

( 6 ) (&f) = 1 , (j&) =- 1 , 0?1}) = - 1 , 

wenn 

(7) (fy) = 0 , (f j) = 0 , ( W ) = 0 

sind. 

Aus ( 6 ), (7) kOnnen wir eine Winkelrelation, die zwischen den 
Kugeln besteht, finden. 

(L) Nachstehend untersuchen wir die Inversionsgeometrie in R.. 
Ist £ ein Kreis und 5 ein nicht auf ihm liegender Punkt, so ist 

( 1 ) s = 2 (5?) £ - 8 

der zu 5 in bezug auf den Kreis £ inverse Punkt. 

Der Beriihrungspunkt 8 zweier Kreise 1 ) und q ist durch 

(2) a = v - (m) q 

gegeben. 

Aus (1), (2) folgt 

(3) 8 = 2{p-(pq)q,6}f-|»+(pq)q 

= < 2 (p£)£-rt - 0 )q){ 2 (qe)f-q} 

* {2(pe)e-p)-{2(p€)6-p, 2 (q$)£-q}< 2 (q£)£-q) 
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wo p, p die Inverspunkte von p bzw. q in bezug auf den Kreis £ 
sind. 

Aus (3) folgt der 

Satz : Der Inverspunkt des Beriihrungspunktes zweier Kreise ist 
gleich dem Punkt des Beriihrungspunktes zweier Inverskreise. 

Weiter betrachten wir 

jp = 2(p£)£-p, p = 2 (pK) K — p , 

(K = 2(K£)£-K, p = 2 (p K) K — p 

anstatt (1), so folgt 

p = 2 [2 (p£) £-p, 2 (K£) £-K] (2 (K£) £-K} -2 (pc) £+p 
= 4 (pK) (K£) £-2 (Kp) K- 2 (p£) £ + p , 

w. * 

wo K, K, £ die Kreise und p, p, p, p die Punkte in R 2 sind. 
Betrachten wir 
( 4 ) K = 2 (K£) £ - K 

und 

(5) K'= 2 (K'£) £ - K', 

so folgt aus (4) und (5) 

( 6 ) cos « • K + sin « • K' = 2 (cos a • K + sin « • K', £) £ 

— (cos « • K + sin a ■ K'} , 

daraus kdnnen wir wissen, dasz der Kreis 
cos a • K + sin a • K' 

in den Kreis 

cos a - K + sin a-K' 

durch die Inversion ubergeht. 

Nehmen wir 

cos a • £ + sin «£' 


anstatt % in 
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8 = 2(80? -j, 

so folgt 

8 = 2 (cos « • £ + sin a • £', £ ) £ — (cos a • £ + sin a • £'} 

= 2 cos « • £ — cos « • £ - sin a • £' 

— cos a • £ — cos a • £'. 

Somit wissen wir, dasz sich 
cos a • £ + sin a • £ ' 

durch die Inversion in bezug auf £ in 
cos « • 6 - sin a • £ ' 

transformiert. 

Also kOnnen wir wissen, dasz sich der Kreis, der mit dem Ursp- 
rungskreis den Winkel a bildet, in den Kreis, der mit dem Ursprungs- 
kreis den Winkel — « bildet, transformiert. 

Nehmen wir 

cos « ■ £ + sin « ■ £', £ 

t 

anstatt f bzw. 5 in 

8 = 2 ( 8 ?) £ - 8 . 

so folgt 

'8 = 2 (£, cos a • £ + sin a • £') {cos « • £ + sin a • £'} - £ 
= 2 cos a • {cos a • £ + sin a • £'} — £ 

(7) { 

= 2 COS* a • £ + 2 sin a cos a • £' — £ 

V = £ cos 2 a + £' sin 2 a , 

so kdnnen wir wissen, dasz (7) der Inverskreis von £ in bezug auf 
cos a • £ + sin a • £' 
ist. 

Setzen wir £' anstatt j in 

• 2(8?)? -8, . . 
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so entsteht 

so folgt der 

Satz : — £' ist der Inverskreis von £' in bezug auf £ . 

Im folgenden betrachten wir den Fall, dasz 5 und 3 zwei Punkte 
in (1) sind. 

Geht ein Kreis p die Punkte 5 und 3 hindurch, so folgt aus (1) 

(pb) = 2 (j£)(/>£) - (Ph ) , 

d. h. 

(8) 0 = 2 (**)(/*). 

Aus (8) kdnnen wir wissen, dasz [* und e aufeinander senkrecht 
sind oder 3 auf £ liegt, 

(M) Wir betrachten 
( 9 ) s = £ - (£7) 7 . 

Wenn ein Kreis C £ und 5? beriihrt, so folgt 

( 10 ) (£0 = 1 , (70 = 1 . 

Aus ( 9 ), ( 10 ) ergibt sich 

(11) (sO = 0 , (s0 = 2; 
wir wissen, dasz 1 auf C liegen kann. 

Nehmen wir 

p£ + °£, £ [«. / 3 = I. II] 

anstatt 3 bzw. £ in (1), so gilt 

! 5 = 2 ( p£ + °£, £) £ - {p£ + <r£) 

= 2 {pA af + <>&*) £ - {p£ + d£) 

= 2 {pA* f + - p: 2 ) s" - 

( 12 ) ist der Inverspunkt in unserem Ealle, wo p, 0 die skalaren 
GrOszen sind. 
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1 st 0 ein Kreis in R 2 , so folgt aus (9) 

(13) = 

= COS 0, ± COS 0s 

wo 0, der Winkel zwischen £ und 0, 0 2 der Winkel zwischen 7 und 
0 ist. 

Weiter betrachten wir zwei Punkte 

(S = £ - (£ 7)7, ($ 7 ) 2 = 1, 

(14) _ ___ 

(S = £ - (£ 7)7 , (tJj ) 2 = l, 

wo £, 7 , £ und 7 die Kreise in R 2 sind. 

Aus (14) folgt 

(15) (si) = (£?) ± (£ 7 ) ± (£7) ± (77) . 

Oder 

( 16) (e j) = cos a ± cos /? ± cos r ± cos <? , 

wo a der Winkel zwischen £ und £ , /? der Winkel zwischen £ und 
7 , r der Winkel zwischen £ und 7 , 5 der Winkel zwischen 7 und 
7 ist. 

Wenn die Kreise £, £, 7 und 7 gegeben werden, so kdnnen wir 
aus (16) den Abstand V (j j) zwischen e und 5 berechnen. 

Gilt 

(17) 5 — i 
in (14), so folgt 

(18) £ — ? = 7 — 7 , 

wenn 

(19) (£ 7 ) = (£ 7 ) = 1 
ist. 

Aus (18) wissen wir, dasz der Kreis £— £* dem Kreis 7—7 gleich 
ist. 


Wenn 
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( 20 ) (tij) - 1 , (*?) = - 1 

anstatt (19) gilt, so erhalten wir 

(21) c —? = >? + ^ 
anstatt (18). 

(N) Bezeichnen wir Winkel, unter welchem der Kreis (b, b) zur 
Kugel ? geneigt ist, mit V, so ist beweisbar, dasz 

(1) cos 2 V = (cb) 3 + (cb) 2 . 

Sind (a, a) [(aa) = 0] und (b,b) [(bb) = 0] zwei Kreise und (ab) 
=ab) = 0, cos to — (ab), cos to = (a b), so wird der Winkel V, unter 
welchem die Kugel 

c = a cos u + a sin u 

den Kreis (b, b) schneidet, durch 

! cos 2 V = cos 2 to cos 2 u + cos 2 to sin 2 « , 

- 

sin 2 V = sin 2 to cos 2 u + sin 2 to sin 2 # 

gegeben. 

Setzen wir 

(3) b = b' , a = a\ 
so erfolgt der Fall von Takasu . 05 
Weiter betrachten wir (2) 

( 4 ) t]* = s* cos 0 + j* sin 0 

und 

(5) y* = 5“ cos 0 + f sin 0 , [a,/9=I,II], 

so entsteht 

a 01 * _ a«j cos » ^ + 2 B*’ cos 0 sin 0 + T“ |t sin* 0 , 
wo 


(1) TAKASU, T.: Differentialgeometrie in den Kugelraumen, Tokyo, Bd. I, S. 364. 

(2) Vgl. THOMSON, G.: Uber konforme Geometrie II, Abh. aus dem Math. Se- 
minar der Hamb. Univ., Vol. IV Bd., S. 132. 
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a‘ ? = O7V), A‘ f = B‘“ = Oft*), T a? = W) 

sind. 

(O) 1st j der Beriihrungspunkt zweier Kreise £ und )j in R, , so 

S = f - (S7) 9 . 

wo 

(s, f + n) = (s, c - 7) = 0 

gilt; wir wissen, dasz zwei Kreise £+7 und £ — rj den Punkt 5 hindurch 
gehen. 

Weiter gelten 

<£,£ + 7) = i + (£ ? ), (£,£-*) = i -(**), 

(vJ + ?) = 1 + (£7) , (7. f - v) = (fy) - 1 . 

so erfolgen 

/V A 

COS £, £ + Tj = COS r h £ + 37 , 

A XV 

cos £, £ — 7 = — cos 7, £ - 7 . 

. (P) Im folgenden erwahnen wir die Kreise in R. 

Der Beriihrungspunkt 5 ist durch 
(1) S = £-(£*)*, (£?)* = 1 
gegeben, wo £ und 7 die Kreise in R, sind. 

Durch £ ist der Beriihrungspundt von £ mit £ + £ dt dargestellt, 
wo (2) (££) =0 gilt. 

Wenn (1) und (2) giiltig sind, so erfolgen c,) 

( 3 ) £ = £ - (£7) 7 , (£7)* = 1 , (££) = 0 . 

Wenn in (3) £ und rj vertauschbar sind, so bekommen wir 
( 4 ) yj = ij — (£jy) £ , (£17)* = 1 , (ij'rj) = 0 . 

Aus (3), (4) ergibt sich 
( 5 ) {£ + 7} = {£ + i )) - (£7) {£ + 55} . 

(1) Thomsen, G.: tiber konforme Geometrie II, Abh. aus dem Math. Seminar 
der Hamb. Univ. IV Bd. S. 122 und 126. 
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(5) ist die Bedingung in unsrem Falle. 

Liegt der Punkt s in 

( 6 ) s = £ - (£7) 7 

auf dem Kreis C, so folgt 
d. h. 

( 7 ) (sC) = 0 

(8) (£0- (£7) (70 = 0. 

Gilt 

( 9 ) m = o 

in (8), so entsteht 

(10) (*:).= 0; 

somit folgt der 

Satz: Sind C und c aufeinander senkrecht, so miissen und C 
aufeiuander senkrecht sein. 

Sind 

(£0 = 1 , (70 = 1 

in 

(£0- (£7) (70 = 0, 

so erfolgt 

(£7) = 1 • 

Bestehen 

(£0 = 1, (7O = — 1 , 

Oder 

(£0 = - 1 , (70 = 1, 

so ist zu bekommen 

(£7) = -!- 

Somit folgt der 
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Satz : Beriihren £ und rj einander, so mtissen £ und y auch 
einander beriihren. 

Ber Beriihrungspunkt to zweier Kreise s und ist mit 

(11) to = E -(jto)to, = 1 

gegeben. 

Beriihren sich zwei Kreise £ und y in to, so erfolgt 

(12) to = £ - (£7)9. 

Aus (11), (12) ergibt sich 

(13) s -(sto)to = £ - (f?) 5 ? 

d. h. 

(14) 0 =<£-• 5> -<(£*) 7 -(W)9>. 

(14) ist die Bedingung in unsrem Falle. 

Liegt E in (1) auf einem Kreise C, so erfolgt 

(15) .* 0=(Cs) = (C?) - (£?)(C?) 

d. h. 

t 

(16) (C£) = (£7) (C7) 

oder 

( 17 ) cos 0, = ± cos , 

wo 0, der Winkel zwischen f und £, 0 S der Winkel zwischen C und 
rj ist. 

(Q) Der Beriihrungspunkt b zweier Kreise £ und jj ist durch 
(1) to = £ — (£7)5, (£^ = 1 

gegeben. 

Sind s und zwei Kreise in R* so bezeichnet to) in 
( 2 ) to) = * — fa)) \) , (ftf = 1 
den Beriihrungspunkt von j und ty . 

Aus (1), (2) folgt 
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( 3 ) (bio) = (? S ) - (ft,) (s,) - (JD) (ft,) + (ft,) (a,) ( W ) . 

Wenn 

( 4 ) (bio) = 1 , (ftc) = 1 , 
so folgt aus (3) 

( 5 ) (C3j) (ct) + ( EV) (ft,) = (ft,) (El;) (^) . 

( 5) ist die Bedingung dafur, dasz c und e einander beruhren und 
der Abstand zwischen b und » gleich I ist. 

Wenn 

( 6 ) (ftc) = 0 , (ct>) = 0 , 
so folgt aus (3) 

(7) (bin) = - (ft rj) (&]) ± (rji)) , 

daraus folgt der 

Satz : Beriihrt c 5 und tj, so erfolgt (5). 

(R) Liegt der Punkt e in 

E = S ~ (£?) V 

auf zwei Kreisen C und p, so erfolgen 

0 = (Cs) = (Cf ) -&)(&), 

0 = (pe) = (/>?) - (fy) (M 

Oder 

(tf) = (^)(C?), (/*) = (*?) fa), 
k h. 

(/*) fa) 

Oder 

COS 01 _ COS 0, 

COS 0s COS 0s 


wo 0, der Winkel zwischen <p und ?, 0 S der Winkel zwischen p und 
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c, <Pi der Winkel zwischen C und >j, <P S der Winkel zwischen p und r t 
ist. 

( S) Der Beriihrungspunkt y ist durch 
(i) x = m = i 

gegeben, wo c und y zwei Kreise in R 2 sind. 

Ist b ein Punkt in R 2 , so folgt aus (1) 

( 2 ) (by) = (cb) - (fy) (jyb) . 

Liegt b auf jj, so folgt aus (2) 

(3) (by) = (&>), 

wo -/(by) den Abstand zwischen zwei Punkten b und y bedeutet. 

So folgt der 

Satz: In unserem Falle bedeutet i/(£b) den Abstand zwischen 
zwei Punkten b und y. 

Liegt b-auf c, so folgt aus (2) 

( 4 ) (by.) = - (c5j) Ojb) , 

\ 

somit 

( 5 ) 0?b) = (by) 

Oder 

(6) Ofb) = — (by) . 

(T) Wir betrachten 

(!) 

(« = s" + s\ [«,j9-i,n], 

I 

wo «, b die Punkte in R s , y® der Kreis in R, ist. 

Aus (1) folgt 

! («b) = A®’ - (y®b7 + B«’ + (sVXsV) 

= A®' - OPT + B®’ + H‘*K® # 

= A‘ f + B®" + H‘ p (K® 1 * - H® f > , 
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wo (jV) — K gesetzt sind. A* 1 * und stehen in 

meiner Arbeit. m 

Aus (2) konnen wir den Abstand V (Mb) zwischen u und b be- 
rechnen. 

(U) Wir betrachten 
(1) U = af + /9j« + r f, 

wo 5 die Kugel in R„ ist. 

Aus (1) folgt 

( 2 ) (mm) = a-A^ + FT'* + rV^ + ffl/9 B' f + a r c*> + , 

wo 

((sY) = A‘>, Qft') = B'», (sV) = T«'’ 

( 3 ) J 

((??)- v>, (tin - O’ , (sV) = D‘ ? 

bestehen. 

Nun betrachten wir drei Systeme 

’ s, — A + AW + A'/r + 2 Bjyz + 2 B'z* + 2B''xy, 

[i ^ 1, 2, 3) 

(4 ) { 

(mm) = s, A ( = A #l \ « = x, A! = T“ f , ,3 = y, A|'=V“\ 

> r = z , U. S. W. 

von (2) und setzen 

'Si = AW + A'W + AW + 2 B ,yz + 2B [zx + 2 B"xy, 
a< = MM' - B] , a\ = A!'Ai-B{ 2 , mJ'^AI-BI'*, 

6, = B'B«'— A<B< , #=B|'B,— AJBI , ^'=B<B{-At'B{' , 

( 5 ) J 6 tj = a<Aj + a'fA'j + a[' A? + 2b t Bj + 2#BJ + 2W ; 
A, BJ' B[ 

A = B!' a: b, 

B' t ' Bi A y , 

(1) Vergl. NAKAZIMA (=MATUMURA==MATSUMURA), S. : Kugelgeo. von MOBIUS, 
Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univi, Vol. 2, S. 36. 
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so zerlegen sich 

(6) Si + fa; - 0 , [», j = 0, 1, 2] 

in zwei lineare Faktoren, wenn 

( 7 ) At + Wy + + A'Aj = 0 

besteht. 

(V) £ und l) seien zwei senkrechte Kugeln in R s , sobezeichnet 

( 1 J 9 = 4 (S + 9> 
eine Kugel in R 3 , denn 
( 2 ) (W) = 1 

gilt. 

Aus (1) folgt 1 

( 3 ) (m) = l - (m) . 

d. h. 

( 4 ) COS 0, = 2 = COS 0, . 

* 

wo 0, der Winkel zwischen i? und jc, 0 4 der Winkel zwischen q und \) ist. 

( 5 ) \) = 2 (HX + V]> S) X ~ \ (S + 9) 

ist der zu £ [S + t;] in bezug auf die Kugel j inverse Kugel. 

Aus (5) folgt 


(6) b — X ~ 4 5 — 4 ^ — 4 (X ~ • 

(W) Wenn 51, 33, k, 2> vier Punkte in R s , die Beriihrungspunkte 
der Kugeln (1 >?, o’? ; o$, o’? ] <.J, o’? bzw. , o’? sind, so entsteht 


( 1 ) 


'31 = o? - (<i>£u>’?)<i>’? , 
» =-■ c«f - Usftdt) o’? , 

® = O^ — o’? , 

l <$ = C«)£ — (o^CO*?) CO 1 ? • 
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Die Bedingung, dasz die Endpunkte A, B, C, D von vier Orts- 
vektoren 91, 33, (£, 2) in einer Ebene liegen, ist die 

(2) a9l + o33 + c© + = 0 

mit der Nebenbedingung 

(3) a+b+c+d^ 0, 

wo a, b, c und d skalare Grfiszen sind. 

Ohne Verwendung der Parameter laszt sich die Gleichung der 
Ebene durch drei Punkte A, B, C in die Form 

( 4 ) [r - ft, 33 - 91, © - 91] = 0 

Oder 

( 5 ) [r»6] + [t©«] + It*®] = [9133©] , 

d. h. 

! t r — io? + (coStrttf) co7» 

- (a£(gJ9)<xfl ~ co? + (uAuV) art , 

<s>£ — (c3)^C3 o)c*)7 — ~~ co 1 ?] — 0 

bringen, wo t der Ortsvektor eines Punktes der Ebenen A, B und C ist, da 
( 7 ) t = a* + M3 + c© 
gilt. 

Weiter kcinnen wir wissen, dass 
(8) (a»©) = 0, 

d. h. 

( 9 ) UJ ~ (dAtfl) toft — ((2>fcs)) cs)7> cs)£ ~ ((*)£(*)%) <3)7 ) = 0 

die notwendige und hinreichende Bedingung ist fur die lineare Ab- 
hangigkeit : 

(10) a* + *33 + c© = 0 

oder 

a [(I)f — (co^co 5 ?) Crt?] + b [«>£ — (cjC( 2 )^) (2)3/1 

+ c [(,)? - (c »Arfl) <,)!?] = 0 . 
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1st 6 eine Kugel und 5 ein nicht- auf ihm liegender Punkt in R, , 
so ist 

( 11 ) = 

der zu 3 in bezug auf die Kugel c inverse Punkt. 

Wir betrachten die raumliche Kurve 

$ = k) (t) , 

wo t der Parameter ist. 

Das sich iiber eine Kurvenlange mit den Endpunkten t = a und 
t — b erstreckende Integral 

(12) s - SWWfdt 

Oder 

(13) s = \W dt 

wird als die Bogenlange unserer Kurve bezeichnet. 

Die Striche deuten dabei die Ableitungen nach t an. 

Fiir den Bogen als Parameter ist nach ( 12 ) kennzeichend 

(14) V)‘ = l, 

d. h. 

(15) {2(s'£K-5r = l. 

Als die Grenzlage der Sehne ergibt sich so die Tangente, die 
mittels eines Parameters t folgendermaszen dargestellt werden kann : 

(16) s = i} + nj' 

oder 

d7) (s - r) - 0 

Oder 

( 18 ) h - 2 m e + J, 2 (5'f) e - s', 2 (a"f) * - j"] = 0 . 

Dies ist die Gleichung der Schmiegebene. 

Nehmen wir jetzt die Bogenlange als Kurvenparameter 
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(19) \) = \)(s), = 

so wird 

(20) DV = 0, 

Oder 

(21) [2 (§7) 6 -s', 2(j'7)c~ j"] = 0. 

Wir bezeichnen die Kriimmung mit 1 Ip , so finden wir 

( 22 ) 1 lp = VWT, 

oder 

( 23 ) np~vmw-ir? • 

Aus 

(24) (iff = 0 

Oder 

(25) {2(s / e)e-s / > 1 = o 
folgt namlich jetzt nicht mehr 

(26) xf = 0 

Oder 

(27) 2(87)6- s' = 0. 

Die durch 

(28) p* = 0, + 0 

oder 

(29) {2(87)6 -8T = 0, 2(j7)6- 8 '*0 

gezeichneten imaginaren Kurven pflegt man isotrope Kurven oder auch 
Minimallinien zu nennen. 

Nun setzen wir 

(30) p = p (u, v) 


Oder 
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(31) \) = 2 (8 («, v) ?) £ - 5 (u, v ) , 

wo u, v die Parameter sind. 

Dann ist der Einheitsvektor der Flachennormalen 


'(32) f = 

v (»)« x l}„)* 


Oder 


(33) p .{2(j»f)c_~ 8“} x_ (2 (j„£)£ — J„}_ 

v [{2 (5„c) £ - s„) x (2 (s„£) 6 - ’ 

Fur die Bogenlange s unserer durch 

(34) u — u(t ) , v - v{t) 
gegebenen Kurve erhalten wir die Formel 


f- !«/($> 

(35) { , _ _ 

• i -W«(f f ■ + *(!)’* 

Oder 

(36) 

* = Jv {2 (3«t) + 2 {2 (3, ,5) 5-3«} i 2 (3.5) J + j2(3,5) 5~3.} 2 (-J) A . 

Weiter kdnnen wir untersuchen wie in der elementaren Differen- 
tialgeometrie. 


(X) 

( 1 ) s' [« = I, II, III] 

bezeichnet zwei Puhkte in R 3 , wo £ drei Kugeln in R, sind, 

Wenn zwei Punkte £ auf einer Kugel \) liegen, so entsteht 

( 2 ) 9 “ + fa" + n m , 

wo a > fa T die skalaren Grdszen sind. 

(2) ist die Bedingung dafur, dasz eine Gerade ©, die von zwei 
Punkten £ bestimmt wird, auf eipe Kugel trifft. 
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(3) ?>=?? + ? c» [«,/? = I, II] 

bezeichnet den Kugelbuschel .' 0 

Wenn © auf trifft, so erfolgt 

( 4 ) as 1 + ft? + n m = P't + [«, ,3 = I, II] . 

Wenn zwei Punkte 

(5) ? [« = 1,11, III] 
mit zwei Punkten 

( 6 ) ? [ft = 1,11, III] 
zusammenfallen, so erfolgt 

( 7 ) ttj 1 + ft s n + rs m = + W + r'tj" 1 . 

wo ft', 7 ' skalare Groszen sind. 

Nehmen wir einen Punkt u als Linearenkombination von jc° und 
5 ® [« — I, II] , so erhalten wir 

( 8 ) u = j a,? + p f tf [«, ft = I, II] , 

wo Pa , p f gewisse skalare Zahlen bedeuten und jc die Kugel in R 3 ist. 
Weiter betrachten wir 

( 9 ) b = Prtf + ps t) 5 , 

(10) lb = p.t + Pot , 

wo b, tb die Punkte und t), 5 die Kugeln in R 3 sind. 

Die Bedingung dafiir, dasz 

(11) ub'= btt» 2 
in A u bib gilt, ist die 

(12) {pat + pJt , pit + pit) - Pit + Pit , Pit + Put) , 

(13) (pat + Pit, Pit + pip’) = (/°rl) T + Ps b*, pit + Pet) 

= (pit + Pit , Pit + pit) 

(1) NAKAZIMA (-MATUMURA=MATSUMURA), S.: Kugelgeo. von MGbius, Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 
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ist die Bedingung dafiir, dasz 

(14) ub z = bit) 2 = it>u 2 

in Aubh> besteht . 

Nehmen wir drei Punkte 

(15) co?. > (2>S > cs)S 

und gelten 

! <oX = co£ ~ (cD^CD 5 ?) co7 » 

(2)5 = C!)f - (c©€ (2)5?) C2) 3 ? , 

C*)S — C3)^ ~ (cs^C.D 5 ?) (3)^ . 

dann ist die Bedingung dafiir, dasz 

(17) caSo* = f*)Sc»)X 

besteht, in 

([(»£ “ (ciAltf) CD?, <2)^ - (C2)^C2)7) (2)?] 

(18) ) 

( [(2)' — ((2)^(2)’?) (2)7 > Cs)^ (<*)^C8)’?) CS) 5 ?] > 

wo c<)£ , c<>7 die Kugeln in R 3 sind. 

Gleichfalls ist 

! (t.>* — (ctAtfl) CD 7 ~ ((2)£(2>7) <2)’?) 

= (C2)f - (C2)^C2) 5 J) (2)7 , C3)f - (C3)f(j)’?) Cstf) 
= (c»)£ “ (ca)£(3)7) Cs)7 » cof ~ (co^CD 5 ?) CD?) 

die Bedingung dafur, dasz 

( 20 ) cd£c2)S — C2)Sca)S = cs)ScdX 

besteht, in ^cdSc»>Xc»>S • 

Nehmen wir drei Punkte 


( 21 ) 


cob — 2 (cdS^) f ~cd8 > 
|C2)b — 2 ((2)jf) ■» Cs>3 » 
ca)b = 2 (c,)5f) e - Cs >5 , 
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so ist 

((2 (<»5?) c — (i>5 , 2 ((2)5?) c (2)5) 

( 22 ) ] 

' — (2 ((i>5?) ? (s)8 > 2 ((3)5' ) ? ^ (3)5) 

die Bedingung dafur, dasz 

(23) (o^c!)9 = C2)V(3>V 

besteht, in ^ » wo w \) , w $ die Punkte, c die Kugel ist. 

Wir betrachten 

(24) | (f f) | = 0 [«, /3 = I, II, III] , 

wo 

(25) r [« = i, n, in] 

die Kugeln in R 3 sind. 

Die geometrische Bedeutung dieser Gleichung ist die, dass die 
drei Kugeln zwei zusammenfallende Schnittpunkte besitzen Oder ein 
Linienelement gemeinsam haben- 

Ist j der Beruhrungspunkt zweier Kreise ?, in R 2 , so erfolgt 

(26) S = ?~ (£?)?, = 

Liegt i auf einem Kreis V), so entsteht 

(27) (El}) = 0. 

Ist auf c senkrecht, so erfolgt 

(28) (?t)) - 0 . 

Aus (26), (27) und (28) folgt 

(W) = 0, 

d. h. fj und \) sind aufeinander senkrecht. 

(Y) Im fblgenden werden wir Griffiths Arbeit mit einer andem 
Methode Ausdruck geben. 

Es seien drei gegebene Kreise (,5s , (l) s , < 8) s in R 2 gegeben. 
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Wenn der Kreis £ in R, (1) S » <j)S > c»>S unter drei gegebenen Win* 
keln 0, , 0 2 bzw. 0 3 schneidet, so entsteht 

( 1 ) GSmS) = cos , 

(2) 0 = (j, ^o>£ + + v CaJ$) = * • cos 0t + /* cos 0 2 +v cos Q* . 

Da aber A, /i, v durch eine gewisse quadratische Relation verbun- 
den sind, so kdnnen wir /c : A , v : ^ berechnen. 

Also kdnnen wir Griffiths’ Satz 03 beweisen. 

(Z) Im folgenden mdgen wir Croftons Satz C2) mit einer andern 
methode beweisen. 

Croftons Satz ist folgendes : 

Alle Kreise, welche ztvei gegebene Kreise beriihren, werden ortho- 
gonal geschnitten durch die beiden Kreise, welche durch die Schnitt- 
punkte der gegebenen Kreise gehen und deren Winkel halbieren. 

Ist £ ein beliebiger Kreis in R s und c, jj die gegebenen Kreise 
in R, , so efhalten wir 

(Ss) = i , (ffs) = i • 

t 

Gelten aber 

(s> f - ff) = (fy) - (ffff) = 1-1 = 0, 

(S. s - ff) = i - (Sff) = (ff. n - £) ; 
so wird Croftons Satz 03 bewiesen. 

Der Beriihrungspunkt £ ist durch 

( 1 ) S = S — (Stuff) (off . (Scoff) 2 = 1 
gegebep, wo f und (0 >? zwei Kreise in R 2 sind. 

Wenn 

( 2 ) (off [i = 2, 3, •••] 

(1) GRIFFITHS, J.: On th6 problem of finding the circle which cuts three given 
circles at three given angles, Prc of the London Math. Society, HI, p. 269. 

(2) CROFTON, M. W. : Mathematical Reprint of the Educational Times, London, 
XIV, p. 54. 
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die Kreise in R 2 , die £ in jc beriihren, so findet statt 
‘ ( 3 ) i-S- coV [* = 2, 3, ...] . 

Aus (1) und (3) ergibt sich 
( 4 ) (?c.> 7) (o’? = (f : td?) ciiV , (fcrf?/ = 1 , [*=2, 3, ...] . 

(4) ist die Bedingung dafiir, dasz 
co 7 [» = 1, 2, ...] 
in einem Punkt c beriihren. 

( 5 ) 

(A) Wir kdnnen n neue Punkten 
( 1 ) E* = S 45" [a = I, II, ... n] 

p-i 

als Linearkombinationen der c* einfiihren mit Koeffjzienten c“ , deren 

Determinante |cj|4=0 sein muss, wenn jc T , £ u , •••, e°° nicht propor- 

* 

tional werden sollen, und kdnnen dann ebensogut durch die j* un- 
sern Punkt darstellen, wo e“ [« — I, II, ... n] n Runkte bezeichnen. 

Betrachten wir nun einen Punkt jc“ und bilden das System der 
Skalarprodukte 

(2) (jY) = A“\ 

so haben wir in A* 1 * ein GrOszensystem, das sich nach ( 1 ) in folgen- 
der Weise substituiert : 

( 3 ) A 0? = cld A rs [A'* = (sV)] • 

Hier sind alle Indizes von 1 bis n enthalten, und es ist bei dop- 
pelt vorkommenden Indizes die rechte Seite zu andieren. 

Fiir den zu unserem Punkt e* gehdrigen Tensor A“ ( ' gilt die Sym- 
metriebedingung 

( 4 ) A‘ f = A f « 

und dass sich die Determinante A = | A* 11 1 nach 
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(5) A = ] c® 1“ A 

substituiert. 

Wir betrachten zwei Systeme der Punkte s® und j x , die durch 
die beiden Punktepaare g® und jc x [a, A = I, II, ... «] dargestellt wer- 
den. 

Wir definieren zu (2) analog = (gV), wobei A Xtt = A ,lX ist, 
und setzen A = | A X| * | -> 0 voraus. 

Dann haben wir fur die Biischeltransformationen 
16 ) K x =^f 

zu beriicksichtigen. 

Die c£ in (6) sind aber von den c“ in (1) vdllig unabhangige 
neue Grdszen. 

In 

( 7 ) S' ,x = ( K «s x ) 

haben wir ein Grdszensystem, bei dem beide Arten von Indizes vor- 
kommem, einen gemischten Tensor, der sich nach 

t 

( 8 ) S® x = cfclS™ 

transform iert. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

( 9 ) II S 1 , S", t‘\ ?, S”. •••, S (, ° |l — 0. 

ist, in der die lineare Beziehung der Form 
(10) otf = s x 

gilt. 

Weiter kdnnen wir untersuchen wie in meiner Arbeit. 05 

(B) Zu n + 1 gegebenen linear unabhangigen Punkten 
(1) ?® [a = I, II, ••• (w+1)] 

(1) Matumura, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (1), Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri. t Taihoku Imp. Univ. V (1982), S. 99. 
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in R„ gibt es immer eine hindurchgehende Kugel i) in R», die wir 
definieren kOnnen durch 

(2) ft*) = IS 1 , 

wo fur * eine willkiirliche Kugel eingesetzt werden kann, Wir schrei- 
ben symbolisch: 

(3) DHIs'.sV-.S^II 

und nennen i) das vektorielle Produckt der n+1 Punkte £®. 

Wir kOnnen 2 neue Punkte 

(4) f = [«=I,H] 

p-i 

in R„ als Linearkombinationen der einfiihren mit Koeffizienten c® , 
deren Determinante |cj| +0 sein muss, wenn j 1 und jt 11 nicht pro- 
portional werden sollen, und konnen dann ebensogut durch die j® 
unsem Punkt darstellen. 

Soil ein Ausdruck in den Koordinaten der Punkte 

(5) f, \) 9 , u. s. w. [«=I, II], 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Punkten festlegen, nur von der 
geometrischen Figur der Punkte abhangen, nicht aber von den sie 
festlegenden Punkten, so muss er unverandert bleiben bei Substitu- 
tionen von der Art (4). 

Betrachten wir jetzt einen Punkt y,° in R„ . 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 
( 6 ) (sY) = A-» , 

so haben wir in A* 1 * ein Grdssensystem, das sich nach C4 1 in folgen- 
der Weise substituiert : 

( 7 ) A‘ p = c?cSA T * [A a!l = (sY)] • 

Hier laufen alle Indizes von I bis II, und es ist iiber doppelt vor- 
kommende Indizes auf der rechten Seite zu summieren. Hier wie im 
folgenden oft wollen wir die Summenzeichen weglassen. 

Urn zu unserer Geometrie der Strecke zuruck^ kommen, bemer- 
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ken wir, dass fur den zu unserer Strecke St gehdrigen Tensor nach 
(7) die Symmetriebedingung 

( 8 ) A*” - A fo 

gilt und dass sich femer die Determinante A — | A* J | nach 

(9) A = | c“ f* • A v 

substituiert. 

Wollen wir nun eine eigentliche reelle Strecke haben, so mussen 
wir die Determinante A >.0 voraussetzen, eine Bedigung, die riach 
(9) invariant ist. 

Denn diese Gleichung besagt 

( 10) (kY) (??) - (s t 5 T1 )* > 0 , 

was nach (11) bedeutet, dass die Punkte j* sich unter dem reellen 
Abstand bilden, wo C in 


(ID 


. cos* <p — 


tiff 

mw) 


den Abstand bedeutet. 

t 

Im folgenden werden wir neben dem Grdssensystem A 01 * ein an- 
deres, gleichfalls symmetrisches A* 11 verwenden, das wir mit unteren 
Indizes schreiben, und das sich nach 


( 12 ) 



aus derti A’ 1 ' bestimmt. 


Es gilt dann 

! 1 fur a — y 

■ 

0 » a ^ T 

und ferner 


(14) £ A #|, A« f = 1 . 


Aus der Invarianz der linken Seite von (14) ersehen wir, dass 
A.j, ein kovarianter Tensor ist. 
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Wir nennen ihn den zu A a? reziproken Tensor. Da die Tensoren 
A*\ A«,ii eine wichtige Rolle spielen werden. 

Wir betrachten zwei Strecken $ und $ , die durch die beiden 
Punktpaare j* und s x [a, A.=I, II] dargestellt sind. 
sind. 

Wir definieren 

(15) A x,i = (s x f) mit A Ml = A' a 
und setzen 

(16) A = | A X| * | > 0 

voraus. Dann haben wir fur $ die Transformationen 

(17) s x = c x ^. 

In 

(18) S‘ x = ( S ‘j x ) 

haben wir ein Grossensystem, bei dem beide Arten der Indizes vor- 
kommen, einen gemischten Tensor, der sich nach 

(19) S‘ x = c?ciS^ 
transformiert. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(20) || S 1 . ?» S K II =0 

ist, in der eine lineare Beziehung der Form 

(21) = 

gilt. 

Die Bedeutung von (21) ist aber die, dass es einen Punkt 

gibt, durch den beiden Strecken gehen. 

Weiter kdnnen wir untersuchen wie in meiner Arbeit. 05 

(1) NAKAZIMA l =MATUMURA=MATSUMURA) , S. : Diffelentialgeo. der Kreisscha- 
ren, X, XI, XII, T6hoku Math, fourn,, Vol. 34 (1931), S. 196. 
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(C) Im folgenden untersuchen wir einige Satze fiber die Kreise 
und Kugeln. 


( 6 ) 


Mit 

(1) f [a = I, II, pn + f] 

kOnnen wir 2 pr Kugeln K in R„ bezeichnen, wo s‘ die Kugeln in R„ , 
p, n, r ganze Zahlen bedeuten. 

Wir kOnnen 2 pr neue Kegeln 

pn + r 

( 2 ) = S cl f [« = I, II, ••• ,pn + r ] 

p- 1 

als Linearkombinationen der g* einffihren mit Koeffizienten cj , deren 
Determinante | cj 1 4= 0 sein muss, wenn j 1 , j n , ••• und nicht 

proportional werden sollen, und kOnnen dann ebensogut durch die 

* 

5“ unsere Kegeln darstellen. 

Soli ein Ausdruck in deu Koordinaten der Kugeln 

( 3 ) y“, j*, ... u. s. w. [« = I, II, (pn + r )] , 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Kegeln festlegen, nur von der 
geometrischen Figur der Kegel abhangen, nicht aber von den sie fest- 
legenden Kugeln, so muss er unverandert bleiben bei Substitutionen 
von der Art (2), d. h. bei dem Ubergang zu beliebigen andem Hilf- 
kugeln der durch die Kegel gehenden Bfischel. 

Dabei werden wir ffir die verschiedenen Kegel die Substitutionen 
(2) mit verschiedenen Koeffizientensystemen c? haben. 

Wir wollen (2) die Bfischeltransformationen des Kegels nennen. 
Ffir die Behandlung der Geometrie der Kegel im R„ beweist es 
sich als zweckmassig, diese in der angebenen Weise zunachst durch 
ganz beliebige pn + r Kugeln darzustellen. 

Bilden wir die skalaren Produkte aller dieser Kugeln, so kOnnen 
wir, von den bekannten Ausnahmen abgesehen, aus ihnen das voll- 
standige Invariantensystem der Figur der gegebenen Kugeln gewinnen. 
Urn die Invarianten der Kegel zu bekommen, haben wir aus die- 
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sen Invarianten noch die Ausdrficke zu bilden, die sich bei den Sub- 
Stitutionen (2) nicht andern. 

Dabei haben wir noch zu beachten, dass die mdglichen Umnor- 
mierungen der Hilfkugeln j* u. s. w. in den Substitutionen (2) ent- 
halten, also nicht mehr besonders zu berficksichtigen sind. 

Betrachten wir.zunachst einen Kegel s®. 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

( 4 ) (ftf) = A*. 

so haben wir A® 3 ein Grdssensystem, das sich nach (2! in folgender 
Weise substituiert : 

(5) A‘>-c?c?A T * [A°'‘ = (s«f)]. 

Hier laufen alle Indizes von I bis pn + r, und es ist fiber dop- 
pelt vorkommende Indizes auf der rechten Seite zu summieren. 

Hier wie im folgenden oft wollen wir die Summenzeichen weg- 
lassen. 

Ffir das Verhalten der Grdssen gegenfiber den linearen Bfischel- 
transformationen (2) wollen wir die fiblichen Bezeichnungen der Ten- 
sorrechnung einffihren. 

Bei Gruppen linearer Transformationen bilden bekanntlich Grfis- 

sen und Grdssensysteme von gewissen leicht fibersehbaren Transfor- 

mationseigenschaften, die Vektoren und Tensoren das naturgemasse 

Durchgangsstadium zur Bildung von Invarianten. 

Ein System von pn + r zusammengehdrigen Grdssen X 1 , X”, 

X Cpn+r) bildet einen kontravarianten Vektor X®, wenn bei einer Bfischel- 

* 

transformation aus den X® neue Grdssen X® hervorgehen, die mit den 
X® durch die Substitutionsformeln 

(6) X® = C SX* [«, /? = I, II, - (pn + r)] 

zusammenhangen. 

In pn + r entsprechende Koordinaten der Hilfskugeln jc 1 , jc 11 , 
gcp.+r-o und der Hilfskugeln des Kegels K bilden nach (2) somit 
einen Vektor ffir die Bfischeltransformationen. 

pn + r Grdssen Y. bezeichnen wir als einen kovarianten Vektor, 
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wenn sie sich nach 

(7) Y. = cJY f 

* 

transformieren, wo jetzt im Gegensatz zu ( 6 ) rechts die Y, links die 
Y stehen. 

Die Y« transformieren sich also entgegengesetzt, „kontragredient“ 
zu den X*. 

Bei kovarianten Vektoren schreiben wir die Indizes unten, bei 
kontravarianten oben. 

Betrachten wir zum Beispiel eine ganz bestimmte Kugel 5 in dem 
Biischel von K in bestimmter Normierung, so muss sie sich einmal 
als Linearkombination p a y* in den y , dann aber auch als eine solche 
in den transformierten GrOssen schreiben lassen. 

• Da 5 als eine geometrisch fest bestimmte Kugel von den Buschel- 
transformationen nicht abhangt, so muss sie in beiden Darstellungen 
dieselben Koordinaten haben, also 

( 8 ) 5 — P<t% = Pa% . 

* 

Setzen wir y* aus ( 2 ) ein, so erhalten wir 
* 

( 9 ) p t = dp, , 

die />. bilden also einen konvarianten Vektor. 

Der Begriff Vektor hat nur eine Bedeutung in Bezug auf eine 
bestimmte Gruppe linearer Transformationen, deshalb wollen wir die 
soeben definierten Vektoren auch als Biischelvektoren bezeichnen. 

Man nennt die Vektoren auch Tensoren erster Stufe. . 

Als einen kontravarianten Tensor zweiter Stufe bezeichnen wir 
ein System von (prt + r) f Grdssen, das sich transformiert, wie die A " 11 
in (5). 

Als einen kovarianten Tensor zweiter Stufe bezeichnen wir ein 
GrOssensystem Z»|, , ftir das die Formeln 

(10) Z. P -c2c2Z Ta 

gelten, das sich also „umgekehert l wie das System A * 11 substjtuiert, 
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was wieder in der Schreibweise der unteren Indizes zum Ausdruck 
kommt. 

Analog lassen sich die Tensoren hoherer Stufe mit mehr als zwei 
Indizes definieren. 

Fiir einen kontravarianten Tensor n -ter Stufe 
WVr--S 

gilt : 

(11) = Cpj Q* . . .Q« W f « ^ • *>• 

fiir einen kovariauten 


gilt aber: 

( 12 ) 


= CJjC2|- 


•C2-V, 




Multiplizieren wir einen kontravarianten Tensor mit einem kovari- 
anten von gleicher Stufenzahl, und lassen jeden oberen Index mit je 
einem unteren zusammenfallen, und summieren iiber alle Paare, so 
entsteht eine Invariante, z. B. gilt : 

(13) Z^X-Y' = Z a „X‘Y" 


wo Z ap ein kovarianter Tensor zweiter Stufe ist und X“, Y* kontrari- 
ante Vektoren sind. Das Prokukt X“Y f ' ist als kontravarianter Vektor 
als der Tensor zweiter Stufe aufzufassen, denn fiir das Produkt gilt 
die Transformationsformel (5). 

Um zu unserer Geometrie der Kegel zuriickzukommen, bemerken, 
wir, dass fiir den zu unserm Kegel K gehOrigen Tensor A af nach (4) 
die Symmetriebedingung 


! 1 fiir a = r , 

0 „ «4=r 

gilt und dass sich femer die Determinante A = | A* 11 [ nach 
(15) A .= | CJ |* • A 
substituiert, wo 
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sY, i l f, •••, s , s ow+r) 

mIImI wITmII ullwCpn + r) 

CG>G6> , **>«G 

A= 

j(P« + r)jI ^ jC p« + r) jfpn+r) 

Wollen wir nun einen eigentlichen reellen Kegel haben, so miissen 
wir die Determinante A > 0 voraussetzen. 

Wir betrachten zwei Kegel K und K , die durch die beiden 
Kugelpaare und j x [a, A = 1, II, pn+r] dargestellt sind. 

Wir edfinieren zu (4) analog 

(16) A 41 = (??) 

mit A X|t = und setzen A = | A x,t | >0 voraus. 

Dann haben wir fur K die Biischeltransformationen 

(17) ? = 

zu beriicksichtigen. Die cj) in (17) sind aber von den CJ in (2) vdllig 

unabhangige neue GrOssen. 

% 

Daher haben wir Vektoren beziiglich der Biischeltransformationen 
von K einerseits und von K anderseits unterscheiden. 

In 

(18) S ‘ x = ( 5 ‘?) 

haben wir ein GrOssensystem, bei dem beide Arten der Indizes vor- 
kommen, einen „gemischten“ Tensor, der sich nach 

(19) S* x = cSc^S 1 " 1 
transformiert. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(20) || i\ f jj C}W+r > || = 0 

ist, in der eine lineare Beziehung der Form 

(21) ^«S‘ = ^5 X 


gilt. 
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Die Bedeutung von (21) ist aber die, dass es eine Kugel 

( 22 ) 5 = e, f = a x 

gibt, auf der beide Kegel hindurchgehen. 

Wir wollen jetzt die Figuren betrachten, die aus einem Kegel 
und einer Kugel des R„ Raumes bestehen, die wir in normierten 
Koondinaten 

(23) foj) = 1 
gegeben denken. 

Greifen wir eine Kugel 

(24) 5 = />.X‘ 

aus dem Buschel z* heraus, so ist der Winkel </> zwischen i) und 5 
durch 

(25) cos v_Jfc££5ff. 

P I 

gegeben. 

Im folgenden werden wir cos* </> nach (25) als Funktion der vari- 
ablen Kugel finden, j als Funktion von (h, pn, ••• und betrachten 
und das Minimum aufsuchen. 

Aus 

(26) = 0 [r = I. H» •••> (Pn + r)] 

d P T 

folgt eine Relation der Form : 

(27) A T V? prop. (s T h). 

Multiplizieren wir (27) beiderseits mit A, T , so ergibt sich 

(28) p» prop. (j„Jj), 
daraus erhalten wir 

(29) COS*f = (s^)(s‘h)» 

wo <p der Minimumwinkel zwischen K und \) ist.- - 
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Wir definieren <p in (29) als Winkel zwischen K und ty. 

Sollen K und die Kugel aufeinander sekrecht stehen, so muss 

(30) cos* <p = A., (tf%) (s ? ^) = 0 
sein. Wegen 

(31) | A»n | = 1 : A > 0 

ist das im Reellen nur mdglich, wenn 

(32) (rt)-0 

ist. ( ° 

Zu n + 1 gegebenen linear unabhangigen Kugeln 

(33) s« [« = I,II, ...(n+1)] 

in R» gibt es immer eine gemeinsame senkrechte Kugel ^ in R„ , die 
wir definieren kflnnen mit 

(34) ' (S *) = | s\ f *|, 

wo fur * eine willkurliche Kugel in R„ eingesetzt werden kann. 

Wir schreiben symbolisch : 

(35) t) = || x", S ( " +0 ||, 

so kOnnen wir j® [a = I, II, pn+r] mit 

5 ® [a = i, II (p - 1) n + r - 1] und 


bezeichnen. 

Weiter kOnnen wir untersuchen wie in meiner Arbeit. <0 


(1) NAKAZIMA (■= MATUMURA = MATSUMURA), S.: Differentialgeometrie der 
KreiSscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. Journ., Vol. 34 (1931), S. 196. 

Vgl. NAKAZIMA, S. : Differentialgeometrie der Hyperboloidscharen, Tohoku Math. 
Journ., Vol. 31 (1929), S v 237. 
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( 7 ) 

Im folgenben werden wir eine meiner Arbeiten 05 im R„ verall- 
gemeinem. 

Es seien 


^1 ) ^2 > Gn+3 

n + 3 belieblge Kugeln in R* und 

fk = di(xi + £ + ... + xl) + aji + a& + •■• + a n nX„ + a„ +2 , 
(k = 1, 2, n + 3) 
die zu a* gehorige Kugelfunktion. 

Es lassen sich nun bis auf einen unbestimmten, aber alien ge- 
meinschaftlichen Faktor n+ 3 Zahlgrbssen 

^1 » a 2 1 fS 

bestimmen, welche den n+ 3 Gleichungen geniigen : 

0 = «,/>, + «j^ 3 + ... + «„ +3 />„+3 

0 = «,tf t + « 2 <7 2 + ... + a n+3 q^3 , 

)n + 3 


Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit 
(xi + £ + ••• xl ) , x, , x t , ..., x„ , 1 
und addieren, so bekommen wir 

a \ f\ + «./* + ••• + a n+sfnv3 = 0 . 

Hieraus folgt 

a,a, + a s a*+ ... + a rf+a a B+ 3 = 0, 
d. h. zwischen den Kreisen 

(1) NAKAZIMA (—MATUMURA = MATSUMURA), S.: Differentialgeometrie der 
Kreiacharen, X, XI, XII, Tohoku Math. Journ., Vol. 34 (1931), S. 202. 
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y ^2 y **') ^n+3 

gilt in der Tat eine lineare Beziehung. 

Zwischen weniger als n + 3 Kugeln besteht nur in besonderen 
Fallen eine lineare Beziehung ; mehr als n + 3 Kugeln geben stets 
Anlass zu mehreren linearen Beziehungen. 

Also erfolgt 


«,a, + « 2 a, + ... + o-nfi a„ +3 — 0 , 


wenn 


a,.a* = 0 [*, h = 1, 2, ..., «+3] 

ist, d. h. wenn zwei Kugeln aufeinander senkrecht sind, dann ist 
a,(a,a,) + a 2 (a s a,) + ... +a, 1< . 3 (a )1+? a,) = 0, 

d. h. 

««i = 0 . 

Mit ahnlicher Methode kdnnen wir beweisen, dass 
o-i = 0 [i — 2, 3, •••, n + 3] , 
als 

a, a, + a s a, + ... + «»+3 ct n +3 = 0 , 
d. h. zwischen »+3 Kugeln 

Cll , Qa , Cl rt+ 3 

eine Beziehung besteht. 

Also haben wir den 

Satz : Zwischen n + 3 beliebigen Kugeln besteht immer eine lineare 
Beziehung, oder anders ausgedriickt, n+3 beliebige Kugeln sind stets 
voneinander linear abhangig. 
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( 8 ) 

(A) Im folgenden werden wir eine (1) meiner Arbeiten verallge- 
meinem. 

Wir betrachten 

( 1 ) (coScoS) = co*S(«, v)+arf{u,v)+v ) xiu,v)+vj&{u t v) = 0, 
( 2 ) (co^co^) = cotf («, v)+ w y!(u, v)+ m yi ( u , v)+< X) yl(u, v) = 0, 
( 3 ) (coJcoS) — ci^o^o + co^ko^i + o>*2<o^2 + = 1 • 

Aus (3) folgt 

(4) + S^i-dy« = 0. 

Nun kdnnen wir setzen 

( 5 ) S dXi -yi — const. (=A) ; 
denn, wenn wir setzen 

( 6 ) x = p* , y = fr'y, 
dann erfolgt 

( 7 ) ^dhryi = Y>(pdXi + dp ■ Xt) (p-'y t ) 

^HdXi-yi + '£ i dp' p" 1 • x t y t . 

Damit 

( 8 ) S dXi -y t + dp • p~ x — konst. ( =k ) 
sei, musz sein: 

( 9 ) dpi p = k — ^dXi'yi , i. e. p — e~ Sdx i' v * . 

Aus 

( 10 ) '£dxry i = k , 

folgt 

( 11 ) '2(fx i 'y ( + 1£dxi-dyt = 0, u. s. w. . 

(1) NAICAZIMA, S. : Differentialgeo. der Kreisscharen, X. XI, XII, Tfihoku Math. 
Jaurn., Vol. 34 (1931), S. 191. 
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(B) Beruhren sich zwei Kugeln c und y in j, so besteht 

(i) s = e-(fy)*. W = i- 

1st i ein Beriihrungspunkt zweier Kugeln c und jj in R 3 , so kommt 
zustande 


(2) S = 5?) 2 = 1 . 


Nun setzen wir 
(3) (ES) = 1, 
so folgt aus meiner Arbeit 05 

! S (di dy) = Gtj du* du 3 , 

S (dtf = gijdu* du J , 

S = gij du* du * , [i, j = I, II] , 
da betrachten wir jc und 1) als Funktionen zweier Parameter u* und u j . 


(5J 


Aus (1), (2), (3) und (4) folgt 

' (di <fy) = (dS di) - (c yj) (di dy) - (f yj) (dt drj) 

+ (zrj) (c 5?) (drj drj) — Gy du * du 3 , 

(dif = (di di) + {dr; drj) — 2 (i ij) (di dr t ) = g i} du 1 du 3 , 
I, (^) 2 = ( did f) + (d>? drj) — 2(i rj) (di drj) = g’dw* rf« i , 
wo dj, d\) zwei gegebene Fortschreitungsrichtungen bedeuten. 

Ihr Winkel 6 wird gegeben durch 

( 6 ) 


cos* 0 = __ (Go . 

(gy du 3 ) (g tj du * du 3 ) 


wenn also Gy = 0 ist, dann musz 0 = 1 sein, und wenn g tj s= 0 Oder 
fosO, dann G(i = 0. 

Wir setzen 


( 7 ) 8 = Hi + 9) • 


(1) NAKAZIMA, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen X, XI, XD, Tfihoku Math. 

Journ. 34, S. 191. 
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(8) 4j = i(<fc + «*W, 

daraus ergibt sich 

( 9 ) (dfidi) - i {(djdj) + (dqdlj) + 2 

= i (Su + gtj + 2 G y ) du'du* , 

so gilt 

(10) 4 hij = gij + gij + 2 Gy , 
wo 

(11) (djdj) = h ti du‘du 3 
gesetzt ist. 

Wenn 

(12) 8 = i (S - 9) 
in (7) giiltig ist, so erfolgt 

(13) (djdg) = htjdu 1 du } = | ((djdjc) + (dt)d\)} - 2 {didxj )) , 

(1 = (s + dj, 1 } + <fy) , (SV) = 1 , 

(14) \ 

kld\j) = (t )d£) = 0 . 

Folglich 

(15) (d S d 9 ) = 0, 

wenn £ und einander beriihren, so erfolgt 

(16) du { du 1 = | (Gy + g t j} du\ du 1 . 

Weiter setzen wir 

(17) f = i( S-»), ? = i(s + 9), 
so erhalten wir 

(£* = I (s* — $*) • = * — ^*), 

(IS) J 

v 5 ?* — J (S* + t}*) , 7 a = 2 (£a d" 9*) * 
daraus ergibt sich 
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(19) 
also gilt 

( 20 ) 


((?*£*) = l {(S»S*) - (s*b*) ~ (Mt) - (M*)}, 

l(ytft) - i {(s*s») + (&#*) + (s#,) + (M*)>, 

(H<, = ( S *f*) = \ {g ti - 2 Go - g tj ) du* du 1 , 
(K y = (ijflk) = k {gtj + 2 Gy + gi S ) du‘ du i . 


(C) Wir betrachten 

(1) s {dx^ =g ij du l du i 

in meiner Arbeit 03 und setzen 

( 2 ) g,j = *)i 

so findet statt 

( 3 ) 0 = tyx* • ty* + tyx • i)<* , 

wo der Kurze halber A*l)x — ljx* gesetzt ist. 

Die urtbekannten Komponenten von 1} und die Hilfsgrdszen y /k 
sind femer nicht unabhangig, sondern durch die Relationen 

( 4 ) / 3 « A = yn [t = 0, 1, 2, 3] 

miteinander verknupft. 

Aus (3) folgt 

(5) i)x*-»>< = 0 
Nun setzen wir 

(6) »u- = * 

so erfolgt 

(7) i)u = bu X, 

wo V = 1, X • i)*< = hi gilt. 

Weiter kdnnen wir setzen 


(1) NAKAZIMA, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, T6hoku Math. 
Journ., Vol. 34. S. 191. 
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l)x«* — tyxiM — ~ R#x tyv , 

X (A tbix — A ibki — (babk* bkxbty.) t}* 1 — Ri*x bv > 
t)xik = r*buX + bxi X* , 

X X* = 0 , — Sv-'t ty 11 * * 

( 8 ) i ~ 9* * > RiS? 9* ~ Ruxiil) 1 * * » 

3£-Jjx = 0, ^i = A-i = 0, 

X* = — bxi i ) 1 , Fibhx Vkbix — 0 , 

t)* = g** b* , Fibkx = P* frx , 

tyx<* — r* 6xi X — bu bk\L t)* 1 , paxy. I) 11 — 0 , 

PikXy. = (da bk{i bkkbiv) ~ Rt*X|t 
und endlich kommt zu m 
PikX t» = 0 

RiiX|i — ba bkv. — bkX biy . 

( 9 ) 

(A) Aus meiner Satzen <8) kann man den folgenden Satz erhalten : 
Satz : Wenn zwei Eiflache jc (w 1 , «*) und e (u 1 , k 8 ) die Eigenschajt 

besitzen, dass ihre orthogonalen Projektionen stets paaruieise homothe- 
tisch (dhnlich und zueinander dhnlich gelegen) sind, miter die Eiflache 
jc die Eigenschafl besitzti dasz ihre orthogonalen Projektionen alleein- 
ander dhnlich sind, so sind e selbst die Kugel. 

(B) Im folgenden mdgen wir fiber MOllers Arbeit einige Be- 
merkungen machen. 


(1) Vgl. LEVI-ClVITA: Der absolute Differentialkalkul, 5, 152. 

(2) NAKAZIMA (*MATUMURA«MATSUMURA), S.: Eine charakteristische Ei- 

genschaft der Kugel, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 35 Bd. 

(1926), S. 298. 

NAKAZIMA, S.: tJber homothetische Eiflachen, Japanese Journal of Mathematics, 

Vol. YD (1930), S. 162. 
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Sind die gemeinsame Potenz der beiden Punktepaare von 
P< = 0 und Pj = 0 

gleich zu der gemeinsamen Potenz der beiden Punktepaare von 
Pt = 0 und P* — 0 
so folgt aus (1) in Mullers Arbeit 05 

( 1 ) QiCk o>kCi 2 bibu *” (XiCi "l" djCi 2 bibj , 

oder 

( 2 ) fli (c* - Cj) + c t ( a k - a } ) -2 b t (6* - b } ) = 0 . 

Besteht (2) jur jeden Wert von P it so entsteht aus (2) 

( 3 ) Cjc Cj j dk dj , bk bj t 

d. h. 

(4) Pi^P*. 
wo 

( 5 ) didtdj 4= o . 

% 

Wenn 

( 6 ) Ck se Cj + dcj , a k ss dj + ddj , bk == b } + db } 
bestehen in (2), so folgt aus (2) 

( 7 ) di * dtj + Ct • — 2 bidbj ~ 0 , 

so besteht der 

Satz : Is/ die gemeinsame Potenz der beiden Punktepaare 
P< = 0 und Pj = 0 

gleich zu der gemeinsamen Potenz der beiden Punktepaare von 
Pi — 0 und ( dj + ddj) £ + 2 {bj + dbj)x + (Cj + dc } ) = 0 . 

(1) MULLER, F. : tiber das Analogon zur Lieschen Kugelgeo. etc., Jahresbericht 
der Deutschen Math.-Vereinigung, XI (1902), S. 124. 



BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (XXIX) 

Sozi Matumura 

(Accepted for publication, December, 12, 1938.) 


Im folgenden mOchten wir einige Satze uber Kreise und Kugeln 
mitteilen. 


( 1 ) 

Dieselbe Methode wie in meiner vorhergehenden Arbeit 05 mdchte 
ich hier auf die 2 n Kugeln in R N anwenden. 

(A) 

(1) ¥ [a = I, II, ...,pn; p < N] 

bezeichnet n Kreise R s , wo ¥ Kugeln in R N ; p, N und n ganze 
Zahlen bedeuten. 

Zu N + 1 gegebenen linear unabhangigen Kugeln 

(2) ¥ [« = I, II, ••• (N + 1)] 

gibt es immer eine gemeinsame senkrechte Kugel die wir definieren 
kdnnen durch 

(3) 0) *) = I ?.*, E n . •••, J <N+1) , * |, 

wofiir * als eine willkurliche Kugel eingesetzt werden kann. (,) 

Wir schreiben symbolisch : 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXI, 
No. 8 (a) , February, 1939.] 

(1) MATUMURA, S. : Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (1) , Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. 3 (1932), S. 96. 

(2) Vgl. NAKAZIMA (=M ATSUMUR A =* MATUMURA) , S. : Differentialgeometrie der 
Hyperboloidscharen, Zyklidenscharen und Kurvenpaaren Tohoku Math. Journ., Vol. 
31 (1929) S. 227. 
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(4) 9 = |IS T .X n .-,X tH * 0 ll 

und nennen l) das vektorielle Produkt der N + 1 Kugeln s*. 

Wenn 

( 5 ) pn ^ N + 1 
gilt, so kann man setzen 

( 6 ) (t)* ! ) = (Df) = ... = (m pn ) = 0 • 

Wenn 

(7) « = N 

besteht in (1), so bezeichnet 

(8) r [« = i, n, n] 

zwei Punkte in R N . 

Wenn u einer der Schnittpunkte der N Kugeln £“ ist, so folgt 
( 9 ) (mm) = (mj‘) = 0 , 

weiter gilt 

(10) , I M, j\ f, f, *1 = 0 

fur jede Hilfskugel * . 

Es ist also elne Linearkombination der f. 

Wir kdnnen pn neue Kugeln 

(11) = f [« = I, II, ..., pn ; p <. N] 

p-t 

als Linearkombinationen mit Koeffizienten cl einfuhren und dann durch 
(11) unsere n neuen Kreise in R N darstellen. 

Soli ein Ausdruck in den Koordinaten der Kugeln 

(12) S‘, 5*. ••• U.8.W. [ a = I, II, •••, pn\ 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Kreisen festlegen, nur von der 
geometrischen Figur der Kriese abhangen, nicht aber von den sie 
festlegenden Kugeln, so muss er unverandert bleiben bei Substitutionen 
der Art (11), d. h. bei dem Ubergang zu beliebigen andem Hilfs- 
kugeln der durch die Kreise gehenden Buschel. 
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Dabei werden wir fur die verschiedenen Kreise Substitutionen (11) 
mit verschiedenen Koeffizientensystemen cj haben. 

Betrachten wir zunachst n Kreise in R v und bilden das System 
der Skalarprodukte 

(13) (S'X P ) = A > ' > 

so haben wir in A ® * ein Groszensystem, das sich nach (11) in folgen- 
der Weise substituiert : 

(14) A af = c J c? A fe [A® ? = (H”)] • 

Hier sind alle Indizes von I bis pn enthalten, und es ist bei dop- 
pelt vorkommenden Indizes die rechte Seite zu addieren. 

Fur den zu unserem Kreise gehbrigen Tensor A® 11 gilt die Sym- 
metriebedingung 

(15) A® 1 ' = A fa 

und dass sich ferner die Determinante A = | A® 1 * | nach 

(16) A = | c? | 2 • A 


substituiert. 

Wollen wir nun n eigentliche reelle Kreise haben, so miissen wir 
die Determinante A ' 0 voraussetzen. 

Nun wollen wir neben dem Groszensystem A® 11 ein anderes, 
gleichfalls symmetrisches A a(1 einfiihren, das wir mit unteren lnoizes 
anschreiben : 


(17) 


wobei 


A tJ A ik 


fl fiir k = j, 
)0 „ k \--j. 


vT^I V I V II y I v J>n 

« 5 > C C 9 * * * 9 5 ft 

yllyl r II r II 

C > G Z 9 **•> « « 


(18) A= 


II A*> || 


« > « c > 




sich aus den A® ? bestimmt. 
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Es gilt dann 

(19) = 
und femer 

(20) i A‘ ? A«, - 1 . 

Aus der Invarianz der linken Seite von (20) ersieht man, dass 
As;, ein kovarianter Tensor ist. 

Man nennt ihn den zu A® 5 reziproken Tensor. 

Da die Tensoren A®*, A., eine wichtige Rolle spielen werden, 
wollen wir uns der Schreibweise in meiner Arbeit c:i> bedienen. 

Wir betrachten qn Kreise co $, c s) $, in Rn, diedurchdie 

Kugelpaare 

(21) jc®, i\ [«,<* = I , pn] 

<) 

dargestellt werden. 

Wir definieren zu (2) analog 

(22) ( A* - (sY), ... 

wobei 

(23) A Xlt = A^, ... 
sind und setzen 

(24) A = I A X| *| > 0 , ... 
voraus. 

Dann haben wir fur (2) $ , ... die Buscheltransformationen 

(25) = ... 

zu berucksichtigen. 

Die c£, ... in (25) sind aber von den cl in (11) vOllig unabhan- 
gige neue GrOszen. 

In 


1 3) NAKAZIMA, , a. a .O., S. 234. 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXIX) 257 


(26) S = (f ?),-. 

haben wir ein Grdszensystem, bei dem beide Arten von Indizes vor- 
kommen, einen “ gemischten “ Tensor, der sich nach 

(27) S‘ X = C?C^S^, ... 
transform iert. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(28) || s\ f tf n , f, •••, l pn || sO 

ist und die lineare Beziehung der Form 

(29) <r*f = 

gilt. 

Die Bedeutung von (29) ist aber die, dass es eine Kugel 

(30) 5 = 

gibt, auf der qn Kreise liegen. 

Denken wir uns jetzt eine Kugelschar 

(31) f(t) [« = I, II pn], 

dann ist es klar, dass 

(32) (j;V) 

invariant ist bei der Parametertransformation 

(33) t = f(t ) 

d. h. 

(34) = 

Aus (14) kSnnen wir 

(35) Aon = cj c* At« 

beweisen. 

Nun setzen wir 

(36) f^df/dt- B^-A,, T 5 T 

und nennen die f die “ modifizierten Ableitungen“ der Kugel 
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Die 5 “ transformieren sich dann nach 

(37) S* =c?(S T f 
wie bei den gewOhnlichen j*. 

Dabei ist 

(38) B^Gft*). 

Weiter bestehen die Satze in meiner Arbeit . 05 

Wir denken uns nun die folgenden Parametersubstitutionen 

(39) t = f{l) 
und setzen 

(40) f(t) = S“ [/(<)] =?(7); 

es gilt 

( 41 ) dtf/dt = df/dl ■ dt I dt = df/dl-l/ f 

wobei 

(42) f = dt/ dt 
gesetzt ist.' Ferner gilt 

(A^=A‘ ? , B'*=B*-1 //', 

(43) ] _ 

(E, ( i=E 01f , //', T* ! ’=T* 1 ' • 1 / (/ / /. 

Hier wird E., definiert durch 

(44) £ _i } 

Weiter bestehen 

(d/dt • T‘ f =G<“ +B' a A ST T |,T + G 0 " + B e|, A eT T‘ T , 

(45) } 

[d/dt • (A«jiT #(> )=2 A al ,G af , u. s. w., 
wie in meiner Arbeit . 05 

(4^ NAKAZIMA, S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 

(5) NAKAZIMA, a. a. O., S. 15. 
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Wenn 

(46) f, f, ... [a, ,3, r = I, II, N] 

gelten, so folgen 

(47) A*V«P# — 0 , A X V»/V = 0 , A t4 />t 1 » 4 = 0... 
dann erhalten wir 

/(A® 11 , A X| \ A T5 , ..) = 0, 

wo / eine N Beziehung zwischen A Xf , A* 11 , A TS , und p t Para- 

meter sind. 

In unserem Falle ist / eine Invariante. 

Weiter kOnnen wir 

COS V = />./> f T® ! ' 

in meiner Arbeit C6) auch in unserem Falle beweisen. 

Wir kOnnen eine DupiNsche Zykleide wie oben untersuchen. (,) 

(B) Wir betrachten zwei Kreise $ in R N , die durch diebei- 
den Kugelpaare ;c® und [a, A=I, II, ...,/>] dargestellt werden, wo x* 
und die Kugeln in R N sind. 

Ist X)=p x x? eine normierte Kugel durch $ mit 

(1) W=Wpf A af = l, 

so gilt 

( 2 ) cos* <p — },} f T* f , 

wo <p der Winkel zwischen tj und 8 ist. 

Wenn f k oder k gleich ist, so folgt 

(3) (T® 1 * - kk at ) p a p f = 0 

Oder 

(4) (T* s -M®’)w„ = 0; 

dann wollen wir das Tripelverhaltnis Weise definieren : 


(6j MRATUMURA, a. a. 0, S. 100. 
(7) NAKAZIMA, a. a. O., S. 228. 
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<J t '-kA»)p ,p t (T 11 - feA"j(T K — 

( 5 ) - ( T «?_£ A a>)^~ ■ (T 11 —&A II )(T 2t — kA a )— (T 12 - kA a f ' 

Wenn 

( 6 ) (T n - kA u ) (T !S - kA* 2 ) = (T“ - kA'*)\ 
so folgt 

(7) V=0. 

Im folgenden betrachten wir (3) und zwei quadratische Flachen, 
gegeben durch die Gleichungen 

— 0 und A^pap = 0 ; 

dann wild (3) bestimmt durch zwei willkurliche Flachen im Buschel 

( 8 ) (T* - kA»)w, = 0 , 

wenn k ein Parameter ist. 

Unter den Flachen in (8) gibt es einen Kegel, dessen Parameter- 
werte mao aus der Gleichung in k 

( 9 ) IT 4 " - kA a > | = 0 

bestimmt. 

(C) Betrachten wir 

(n) (ft) 

(1) G., *•*’ = [«, ft] 

in Mikamis Arbeit, (,) und setzen 

[ 1 , 1 ], [ 0 , 1 ] [I, a] 

[ 1 , 0 ], [ 1 , 1 ], -, [1 ,a] 

(2) s= D« , Do = 1 , 


I [a, 0 ], [a, 1 ], ..., [a, a] I 
so erhalten wir 

(1) Mikami, M.: A generalisation of Seret-Frenct formulae in an n-dimensional 
space. Tensor (1938), Sapporo, S. 26. 
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[1,1], ..., [1,«-1] 





i/(D a ; 1 D n ) 


[a=l, •••» «] 


[a,l], —, [a, a- 1], z x j , 


(3) 


C « (ft) fr.sXrt'* (?n 

(D^SG^Y, G«» = G^ D f Yj' 1 , 

1 ft- 1 

f «)(*>) (r,?> (cO ftf) 

Gin ^ = Q , G„ + G*. = - (D Gin) ’J 1 ' ‘-f, 
G ai = 0 , | b — a | 2 , 

a ■ 

G„,an = Gin D ^ 7 


(r,s)(a^ (a+1) /K “fv“ 

X 1 U«-i Da (. 


D„ 


und endlich ergeben sich 


(r,ff)(n (r t 8 ) ( 1 ) ( 2 ) 

/D rj x = D ^ = G,,, r x + G,,2 rj x , 


(4) 


(r.O(ct' (1) n (oU) 

D y] x = G„,i rj x + ... + G U '„i) x + G m m?*, 


( r,*X**') 


cr> 


V D = G„r>y x + .*• + G nnt 
als ahnliche Formeln (,) von Frenet. 

(D) co t [t=l, 2 N] seien die Kugeln im R N , dann konnen 

wir mit 


t [« = I, II, -v N] 

zwei Punkte d. h. eine Gerade im R N bestimmen. 

Betrachten wir eine Geraden-Kugeltransformation und wollen diese 
Transformation der Einfachheit halber mit S bezeichnen. 

Betrachten wir alle Beriihrungstransformationen im Rx -Raume, 
durch welche alle orientierten Kugeln in die orientierten Kugeln trans- 
formiert werden, und bezeichnen solche Transformationen mit S, dann 

(2) DAVIES, E. T.: Analogues of the Frent formulae determined by deforma- 
tion operators, The Journ. of the London Math. Society Vol. 13 (1938), p. 210. 
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kann die zusammengesetze Transformation 

sss - 1 

entweder als eine Kollineation Oder als eine Korrelation betrachtet 
'Werden/ 0 

(E) Jede Kugel £ des Biischels (a, 99) in R N kann dargestellt 
werden in der Form 

( 1 ) i = a-m, 

wo a, © zwei Kugeln in R N und A eine Skalare ist. 

Aus (1) folgt 

( 2 ) (ss) = (oo) - 2 A (a©) + A* (©©) . 

Wenn £ ein Punkt ist, so muss 
(3) (SS) = 0 

l 

sein. Daher erhalten wir folgende in A quadratische Gleichung 

( 4 y A 2 (©©) - 2 A (a©) + (aa) = 0, 

deren Wurzeln A, und A, in der Gleichung (1) eingesetzt sind, und 
zwar diese beiden bilden den linearen Buschel (a 2 ©). 

Wir haben also 


( 5 ) £ t — a Aj© , £ s — a A s © • 
folglich wird das Doppelverhaltnis der vier Kugeln a, ©, £, , £ s : 
( 6 ) (a, ©, £, , £.) = A,/A s . 

Die Aufldsung der Gleichung (4) ergibt aber 


(7) 


= (a®) + v / (a©)* — (aa)(©©) 

1 " (©©) 

; = (a©) - i/(a©)* -laS) (©©) 

* " ' (©©I ' 


Nun kdnnen wir setzen 


(1) KUBOTA, T.: Einige Bemerkungen zur LlEschen Kugelgeo., Sci. Report of 
the Tohoku Imp. Univ., Vol. DC, S. 2. 
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(8) (aa) = 1, (a93) = cosv>, (9393) - 1, 

wobei f ein eingeschlossener Winkel von a und 99 ist. 

Daher wird 

= cos <p + i sin <p = e i? , 

^ = cos <p - i sin <p = e~ i? . 

Mithin ist 

(10) <? l ’ = W* = (*,%, h,b) 

Oder 

(11) <p — — */2 lg (a, 93, s, , b) , 

Aus ( 10) ergibt sich fur <p = * 

(12) (a, .9 B, *,,&)=- 1, 

fiir <p — 0 oder f=x erhalten wir aus der Gleichung (10) 

(13) K = 

Sind a und 99 zwei Punkte in (12), so setzen wir a = p,, 99 =s p s , 
wonach sich aus (12) ergibt: 

(14) (p it fo, Si, b) = ~ 1. 

(F) Setzen wir die Kugeln 

(1) [a, A = I, II] 

in R n in der Form 

( 2 ) p = p\ p = 

und fiihren die Abkiirzungen ein : 

( 3 ) ( W = A**, (W) = A Xl \ 

so musz wegen 

(4) (pp) = 0, (pp)~ 0 

gelten 


( 5 ) p.p f A*" = 0 , JhP* A X| * = 0 . 
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Zwei Punkte C* C im Rx werden durch 

fC = pJ* mit p,p f A*'’ = 0 , 

( 6 ) _ __ 

(C = Pa f* mit p„piiA af = 0 

gegeben, und wenn beide Punkte C» C zusammenfallen, dann ist 

(C0 = 0. 

Wenn c* sich transformieren bei den Biischeltransformationen 

(7) £® = cjif>, | c? I4--0, 
dann folgt 

(8) A‘> = C?C3A T5 , 

die wegen A* 5 = A"® einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe bildet: 

Wenn ein Punkt C auf einer Flache \) (u\ u 2 ) liegt, dann folgt 
(C9)=0, wo u l Parameter sind. 

Ist C («\ «*) die Tangentenflache von C («', »’), dann folgt 

(9) * (C-«C/V)- 0, 

d. h. 

(10) ‘ ,o a ^D“ x = 0, 

wobei 

D‘ x = (f?») 

sind. 

Wenn 

(11) S‘* = (£*£>) 

ein gemischter Tensor ist, so transformiert sie sich durch (7) wie 
folgendes : 

(12) S‘ x = c;c^s^. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(13) 1| t ?"\\^0 

ist, in der eine lineare Beziehung zwischen C» C besteht, 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXIX) 265 


d. h. 

(14) = 

wo <r a , <r x skalare Grdszen sind. 

(G) Es seien 

( 1 ) Si, h, •••, Sn 

N beliebige linear unabhangige Kngeln in R N , dann sei ein beliebiges 
Punktepaar 5 mit 

(2) l = «,Si + a sh + ••• + «»Sn 

gegeben, wo « £ Konstanten sind. 

Aus ( 2 ) folgt 

( 3 ) (K) = «! ($,St) +■ 2 «,«, (5,5,) + ... + 4 (Sx-t Sn) = 0 . 

Die Discriminante der vorhergehenden Gleichung ist : 


SiSt, SiSs, S,Sn 

S*Si. hh , S*Sn 


(4) A = 


SnSi, SnSs , SnSn I. 


Es ist nachzuweisen, dasz dieselbe verschwindet, wenn (£<£<)— 0 , 
d. h. £< ein Punkt ist. 

Aus (2) folgen 


/(SSt) = (SSs) = (SS») = ••• = (SSn) = 0 , 


(5) 


0 = a , (5,5,) + «, (5,5s) + ••• + (s*r) , 

^ 0 = «, (5,5,) + « 2 (SsSs) + ••• + «■ (SsSn) , 


VO = «, (5nSi) + «2 (SnSs) + ••• + (SnSn) . 

Da diese Gleichungen neben einander gelten mussen, so ist in der 
That 
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(SiSi) > (St&) > (SiSn) 

(6) A= =0. 

(M.)> (&*) . — . (Sn£n) 

(H) 

(1) W = =T)tj = 0 

ist die Bedingung fiir das Zusammenfallen der beiden Punkte und 
y in Rn. 

Wenn tj zu alien Nachbarn von i) senkrecht sind, dann wird 
( 2 ) t) igi« = i) \h - 0 

erfullt. 

Setzen wir 

( 3 ) tj„ = p)) + <?\) , M + <r 1) , 
so folgt 

( 4 ) ( ijjij,, = 0 , 

wo P , P> a > a skalare Groszen sind. 

Aus (4) folgt, dasz zwei Punkte 
i) + und q + fy, 
miteinander zusammenfallen. 

Aus (1), (3) folgt 

Vorausgesetzt, dasz 

(6) \)„ = a\) + )), = + 

gegeben sind, dann erfolgt 

(7) (W>,) = 0, 

wo a, a zwei skalare Grdszen sind. 
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Aus (7) folgt das Zusammenfallen der zwei Punkte 
( 8 ) U + und t) + I), . 

(I) Es seien c, rj und y drei Kugeln in R N , so erfolgen 

( 1 ) cos 2 0, + COS*0 2 = {(?rjf (y r t ) + (fyf (rtf)) ; (£Z)(rtf)(rj y) . 

( 2 ) COS* 0, • COS* 0 S = (trjf (c^)* : (££)* (rtf) (rj rj) , 

wo 0, der Winkel zwischen £ und rj , 0„ der Winkel zwischen £ und 
ist. 

Wenn (3) cos0, = ± icos 0 2 gilt, so haben wir 

(4) (£?)*M + = o. 

(J) Haben die beiden Kugelbiischel Ae + j: und A' (£+d£) + v Qc 
+ dj) in R x ein gemeinsames Element, so soli 

(1) A£ + S = A'(£ + d£) + v(i +dti 

sein, woraus gilt 

( 2 ) Av* dc + di = 0 . 

Setzen wir nun 

A*' 1 = Pr 1 , 

so folgt aus (2) 

(3) d£ + P<d S = 0, 

so erhalten wii^ 11 , 

( 4 ) (d£d£) + P ( (did?) = 0 . 

Nun setzen wir 
( 5 ) (djd£) = Gy du* du 1 , 

wo d{, d£ zwei gegebene Fortschreitungsrichtungen bedeuten. 

Ihr Winkel 0 wird gegeben durch 

cos 0 = G y du* du 1 , 

(1) TAKASU, T.: Differentialgeometrien in den Kugelraumen, Tokyo, (1938), S. 
226 . 
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also wenn G (J s= 0, dann 0 — % oder (rfcdc) = 0 wir nennen (d£d£ ) die 
Minimalkugelscharen. 

(K) Wir betrachten 
( 1 ) A91= 5 + t£ 

und 

( 2 ) A 91 = 5 - t£ , i = •/- i , 

wo 5 , c zwei Kugeln in R x und clj gilt. 

91 und 91 in (1), (2) bezeichnen zwei Punkte in R x , wo A, A 
zwei Parameter sind. 

Aus (1), ( 2 ) folgt 

(3) A'A(919l) = 2 . 

Fiihren wir jetzt die Forderungen 

(4) (9191) = 2 , (91 dlfi) = — (91 d 91) = 0 
ein, so folgt 

(5) aa = i 

und dadurch'sind 91. 91, A und A bis auf den konstanten Faktor schon 
wohl dormiert. 

Aus (1) und ( 2 ) ergeben sich 

( 6 ) £ = 1 / 2i • (A91 — A 91). 5 = 1 /2 • (91 + A 91) . 

Wir kdnnen leicht beweisen. dasz aus (1 >, ( 2 ) erfolgt 

(7) (9191) = (sj) + (££) = 2; 

darin kdnnen wir sehen, dasz der Abstand zwischen 91 und 91 
gleich )/Y ist. 

In (1), (2) sehen wir, dasz 

( 8 ) A d91 = di + id£, A <*91 = d% — id$ 
ist, so folgt 

( 9 ) (<*91d91) = (djdj) + (<*£<*£) 


Oder 
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(10) ds* = do- + da\ 

wo ds* =(d < midyi), dftdft) = da * und {dsdi) =da* gesetzt sind. 

(djdj) bezeichnet cos « , wo a den Winkel zwischen zwei konseku- 
tiven Kugeln von 5 bezeichnet. 

Von (dsds) gilt dasselbe. 

(L) Wir betrachten die folgenden Transformationen 

( 1 ) J A = PnX" . f = Pc f , 

so erfolgen 

( 2 ) S A = hf , [A, B, C = I, II, m\, m < N , 
wo 

(3) P A = Pb P” 

gilt, da x*, x*. X* die Kugeln in R N sind. 

(M) Wir betrachten 

( 1 ) 5 = x 1 + x" . 

wo x* [«=I, II] zwei Punkte in Rx sind, so folgt 
( 2 ) (5 5 ) = 2 (x r X n ) = 2 A 1 1[ , 

darin kdnnen wir sehen, dasz 

(3) (5J) = 2P 

gilt, wo l der Abstand zwischen x 1 und x" ist. 

Wir kdnnen auch zwei neue Punkte 

(4) = [«-I,II] 

p-i 

als Linearkombinationen der x* mit Koeffizienten c* und konnen dann 

* 

ebensogut durch die x‘ unsem Punkt darstellen. Weiter kann man 
wissen wie in (A). 

(N) Sind zwei Kugeln a und aufeinander senkrecht, so folgt 

( 1 ) a?l = 0 

wo wir annehmen, dasz 
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(2) a f 91 = a9l ( = 0 

gilt. 

Aus (2) ergibt sich 

( 3 ) a/M, = afUh = - a 4J 9l = - a9l y = g ti . 

Nun setzen wir 

( 4 ) b = lg r! a™ + a , © = |g r ”9U + 91 
so folgt 

( 5 ) b 91 = const., a © = const, 
wo a, b die Kugeln sind- 

In (5) kflnnen wir sehen, dasz der Winkel zwischen b und 91 
konstant ist. Von a und © gilt das Gleiche. 


( 2 ) 

Im folgenden untersuchen wir den Fall, wo die Kugel j in Rx 
eine Relation erfullt. 

(A) Wenn 

( 1 ) S» = S 

oder 

( 2 ) = S 

gilt, so muss i ein Punkt sein, wo j die Kugel in R> und = & 
ist. 

(B) Wenn 

( 1 ) Sum = S» 

besteht, so folgt 

( 2 ) (Su , S ■+ Sr) = 0 , 


Oder 
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( 3 ) (s«5.) = 0 , 

denn aus j* = 1 erfolgt 

( 4 ) at* = 0 

Oder 

( 5 ) 4" SSmu = 0 . 

In (3) kdnnen wir sehen, dasz und £„ aufeinander senkrecht 
sind. 

Von dem Falle 

( 6 ) X't'V £t) 

oder 

( 7 ) S« 

gilt das Gleiche. 

(C) Im folgenden untersuchen wir den Fall, wo de die Kugel 
jc in Rn Laplaces Gleichung 

( 1 ) 5» + ( ) S» + ( ) b = 0 

erfullt. 

Aus s s — 1 erfolgt 
( 2 ) sjc„ , k, = 0 , 

( 3 ) Mr + = 0 , 

so ergibt sich aus (1), (2) und (3) : 

( 4 ) 5,5, = 0 , 

Wir kdnnen also folgendes sagen: Wenrt die Kugel j in R x (1) 
erjiillt, so miissen und g t , aufeinander senkrecht sein. 

(D) Im. folgenden untersuchen wir den Fall, wo die Kugel j: in 
Rx die Gleichung 

( 1 ) £«■« + ( ) + ( ) b — o 

erfullt. 

Aus i* = 1 erfolgt 
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( 2 ) XX« = 0, XX* = 0 , 

( 3 ) X«X« + XX«« = 0 ; 
so kOnnen wir aus (1), (2) und (3) finden : 

( 4 ) X«X« = 0 ; 
daraus ergibt sich 

( 5 ) j£„„ = 0 . 

Wir diirfen folglich sagen, dasz x und aufeinander senkrecht 

sind. 

(E) Aus 

( 1 ) ' X«» + ( ) X« + ( ) X» — 0 

erfolgt 

( 2 ) U- = 0 , 

wo x‘ = 1 gilt. 

Aus (2) erfolgt 

( 3 ) , XX™ = 0 ; 

wir konnen folglich wissen, dasz x und Xr, aufeinander senkrecht sind. 

(F) Aus 

( 1 ) ( ) X™ + ( ) U + ( ) X«« + ( ) X« + ( ) X- = 0 

folgt 

( 2 ) Xt'Xf "h ( ) X“S« ”1" ( ) X«X» = 0 
wo (xx) = 1 gilt. 

Aus (2) ergibt sich 

( 3 ) ( ) xx«w 4* ( ) XS'<“ = 0 

Oder 

( 4 ) [X, ( ) &. + ( ) X«. + ( ) X«»] = 0 ; 


wir kOnnen also erkennen, dasz 
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( 5 ) s _L {()&. + ( ) U + ( ) E»«} 

gilt. 

(G) Wir betrachten 

( 1 ) tt? = + ? s +... + ?„ , 

wo f, c< die Kugeln in R, sind. 

Aus (1) folgt 

( 2 ) »r = r + r + ... + r, 

daraus ergibt sich 

( 3 ) n {? + r) = {?! + ?!'} + {c 2 + ?!'} + ... + {?„ + ?"} 

oder 

( 4 ) WA — k\ + kg + ••• + k n , 

wo k, ki die Raumkurven, deren Schmiegkugeln c bzw. sind, wo 
(5) ? + c"+o, ?, + r =H 0 

gelten. 

(H) Wir nennen 

( 1 ) l = l(u,v) 

„harmonisch“ , wenn ihre Gleichung jc=jc (u, v ) die Differentialgleichung 

(2) 3 S S/V + 0*s/3tr = 0 

befriedigt, und setzen uns die Aufgabe, alle harmonischen Kugeln in 
in R s zu bestimmen. 

Zu diesem Zweck setzen wir 

( 3 ) (n) = i , 

so folgt 

( 4 ) XS« = 0 , = 0 

d. h. 

( 5 ) EE«u "1" E«E« = 0 , EE™ 4" E«E« = 0 • 

Aus (2) und (5) ergibt sich 
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( 6 ) E"S« + J»E« 0 

(6) ist unsere Bedingung. 

Weiter ist e auszer (2) noch der Integral der Warmeleitungs- 
gleichung 

( 7 ) Juu + Sin = E t > 

so folgt 

( 8 ) S' = 0 , 

wo e — j (m, v, t) ist. 

Aus (8) folgt 

( 9 ) e = at + i 3 » 
wo «, t Parameter sind. 


( 3 ) 


Im folgenden teilen wir die Inversionsgeometrie mit. 

Ist c eine Kugel in R N und ty, 9 die nicht auf ihm liegenden 
Punkte in R N - , so sind 

(A) t) = 2(a£)S-a* ij = 2 ( j £) £ - 5 
die zu j bzw. j in bezug auf Kugel c inversen Punkte. 

(A) Aus (A) folgt 


(1) 


ds k 


= 2 (JL 

\ ds k 


( 5 — 5> f) ^ — — rj- ( 5~ 5 


>); 


rfs* U ” / ' 

so ist die Beriihrung w-ter Ordnung Oder n+ 1— punktige Beriihrung 
(« 1) durch die Inversion erhalten, wo 


|5 = 8o + 5» s + $ yj- + ••• * 

( 2 ) . 

VS = 80 + 5oS + jo' yj- + ... 


gelten. 1 


m 


(1) Vgl. BLASCHKE, W.: Vorlesungen iiber Differentialgeo. II (I923\ S. 26. 
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(B) In den pentaspharischen Koordinaten sei die Schmiegungs- 
kugel, d\)/dO die auf 9 senkrechte THOMSENsche Normalkugel und 
d^/dP diejenige Kugel, die i) im Kurvenpunkt 5 (s) von auszen be- 
riihrt. 

Hier wollen wir den Kugelbiischel 
( 1 ) / • dtfldO + (fy/dP 

betrachten und setzen 

(2) 5 = l-d\)/dO + (fy/dP, 

wo m ein Parameter ist. 

Wenn 5 den Punkt p hindurch geht, so folgt 

(3) 0 = ($>)=-- 1 -(dvlde-p) + 
somit folgt (2) 

( 4 ) 5 = - <* ldd + ’ 

(5 • dy/dO) 

( 4 ) ist unsere Gleichung fur 5. 

Nehmen wir jetzt 5 anstatt 5 in (A), so folgt 

( 5 ) = di)/dO + Wd0\ t) c 

V (fd\)/d9) ) 

+ ^7~rrS- dv/de - • 

(5 ■ dy/dd) 

Aus ( 5 ) erfolgt 

(6) (^)=-l, 

wenn c und \) aufeinander senkrecht sind. 

Aus (6) kdnnen wir wissen, dasz zwei Kugeln i) und ij einander 
beriihren, wenn £ und tj aufeinander senkrecht sind. 

(C) Setzen wir 05 

( 1 ) 

und 

(1) THOMSEN, G.: Ober konforme Geo. II, Abh. ans dem Math. Seminar der 
Hamb. Univ. Bd. S. 122. 
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(2) f -(£*)* 

anstatt t) bzw. 3 in (A), so folgt 

(3) f-(?y)y = 2 ($ - {£-( 67 ) 7 } 

= 2(^)l-(^)(l^)l-6 + (^)7, 

wo wir f anstatt £ in (A) nehmen. 

Aus (3) erhalten wir 

(4) ?-,=-£ + ij, 

wenn 

(5) 

gilt. 

(D) Gelten 

S«« 4* ^ 5« 4" Si? “ ^ • 

* h„» + ^ = /5 

in (A), so erfolgt 

(2) /9 = 2 KK-«, 

wo £ eine feste Kugel und a, ( 5 die Kugeln in R s sind. 

Wenn 

( 3 ) « _L £ 

so 

(4) ji = — a, 

(E) Aus (A) erhalten wir 

( 1 ) {%<« + <*J» + %, + t)> = 2 (^v + <?&u + % + 8, £) c 

— + °b«, + + S)» 

wo £ eine feste Kugel und A, <r, 5 skalare Gr&szen sind. 

Wenn 

( 2 ) Aj,„ + ffj# + + 5 = 0 , 


so 
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( 3 ) + 1) = 0 , 

d. h. durch Inversion unserer Beziehung ist 
( 4 ) + hv + l = o 

invariant. 


(E) Es seien 



drei Paare von Kugeln in R x und gelten 

! h< = 2 (8»ft) ft — 8 t , 
ft = 2 (Ijiji) 8i “ to , 

3< •= 2 (€#<) ft - ft , [* = 1,2, 

so erfolgt 

( 3 ) (ft + to + 5,} = (*£,) ft + (tjij,) + (ftto) to 

und 

! (ftto) == — 3 (toS<) -t* 4 (Si?i) s (to8‘) ~ 4 (j <ft)(ftto) , 

(8<ft) = — 3 (ftto) + 4 (to8*/ (ftto) ~ 4 (to8 <) (Sift) * 

(to8<) = - 3 (Sift) + 4 (ftto) 5 (Sift) - 4 (ftto) (tjigt) . 

Aus (3) kdnnen wir wissen, dasz 
( 5 ) 1 + (ftto) = (^t8i) (ftsO + (ftto/ 

Oder 

( 6 ) 1 + COS 0, = COS 0j COS 0s + cos‘ 0, 

gilt, wo 0, der Winkel zwischen ft und to , 0, der Winkel zwischen 
to und Si , 0, der Winkel zwischen ft und Si ist. 
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( 4 ) 

Der BerQhrungspunkt <oS ist durch 

(A) coS = co' — Cco^oy?) c o 1 !) (co^co 5 ?))* = 1» [*— 1. 2, ..•] 

gegeben, wo (0 c, (0 iy die Kreise in R. sind. Hier benutzen wir (( ) 
anstatt ( ) in Thomsens Arbeit/ 15 

(A) Liegen «>$ [i=l, 2, 3] auf einer Eilinie, so folgt 

( 1 ) \ (c»£~ coE » c3)S-<o)>0 Oder immer ^0 

wo coS = s(co<) ist/* 5 
Aus (A), (1) folgt 

5 (<S)£ — (cs)f(s itf) CS) 5 ? ~ (0^ I' C(lAb) <1)5? » 

(3)£ — (csAs) 5 ?) (3)7 ~ Cl)f + (co^Cl) 5 ?) Cl) 5 ?) o ' 0 

Oder immer 0 . 

(B) Es seien (0 j und (2) j: zwei Randpunkte eines Eibereiches 93 
vom Flacheninhalt F und bedeute | d co ]C, d (1) £ | den Absolutwert der 
Determinante aus den beiden vektoriellen Randelementen von 93 bei 
(d? und ( j)j; . Dann gelten fur das Integral 

( 1 ) J = $ I d w t , dot | 

die Ungleichheiten 015 

(2) J >. 8 F , J<;i2F. 

(C) 1st j der Beriihrungspunkt von zwei Kreisen $ und fj in R s , 
so kbnnen wir j: mit 

( 1 ) s = (f?) y - £ , (£?)* = 1 
bezeichnen, denn 

( 2 ) lif) = 0, Cs 5 ?) = 0 . (ss) — 0 

(1) Thomsen, G.: Uber.konforme Geo. II. Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamb. Univ. Bd., IV, S. 122. 

\ 2 ) Vgl. BlASCHKE, W.: Vorlesungen iiber Differentialgeo. II, S. 42. 

(3) BLASCHKE, a. a. O., S. 67. 
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gelten. Aus (1) und 

( 3 ) i = C - (£?) 7J 

folgt 

(4) Cxi)=o 

so ist der Abstand zwischen x und j Null gleich. 

(D) P in 

( 1 ) = (xp ) 4 = (ep) - ce?) ftp), = i 

bezeichnet einen Kreis, wo p ein Punkt in R 2 , k konstant ist. 

Aus (1) folgt 

( 2 ) . tf = (fp) ± ftp). 

Alle Punkte von p in (2) liegen auf einem Kreise in R 2 , 

(E) Ist e der Beriihrungspunkt von zwei Kreisen c und rj , so 
folgen 

( 1 ) 5 = S - (ft) 7. (ftl* = 1 • 

Ist s der Beriihrungspunkt von zwei Kreisen c und 55 , so folgen 

(2) x = 

Aus (1), ( 2 ) folgt 

(3) e - (fy)? =*?- 
wo 

(ft) s = 1, (??)* = 1 

sind. 

(3) ist unsere Bedingung. 

Wenn sich 6 , 7 bzw. ?, 9 auszen beriihren, so folgt aus (3) 

(4) e - 9 - 9 . 

(P) Wenn zwei Punkte x und x in 

( 1 ) x = f - (ft) ? . (ftr = 1 

und 
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( 2 ) c^r-i 

zusummedfallen, so folgt aus (1) und (2) 

( 3 ) (6c) + (63?) {?*) (w) = (??) (6? I + (6?) (c>y) 

Oder 

( 4 ) (6 - yj . l I = (6 - 7. 9) 

d. h. 

( 5 ) cos <p = cos <p , 

wenn 6, 35 bzw. ?, iy auszen einander beriihren, wo f der Winkel 
zwischen 6—3? und 6, ^ der Winkel zwischen 6—3? und 3? ist. 

Aus (5) folgt der 

Satz: Beriihren sich die Kreise 6, 3? feu;, c, 3? m R s auszen, so 
besteht 

cos <p = cos <p , 

wo <p der Winkel zwischen 6-3? und 6, <f> der Winkel zwischen 6—3? 
und 3? ist, da die beiden Beruhrungspunkte von £ bzw. £ zusammen- 
fallen. 

(G) Wir betrachten 6 und £ in (A) als Funktionen eines Para- 
meters t, so folgt 

(1) £ (f) = 6 (t) — (6 (t) 3?) 1? , 

woraus sich ergibt 

( 2 ) dj/<# = dzjdt - ( dc/dt • s?) 3? , 

wo 3? ein fester Kreis in R 2 ist. 

Die Gleichung 

( 3 ) (£ X S) = 0 

oder 

( 4 ) [6 - (63 ?) 1 ? , 6 - (63?) 3? , 6 - (63?) 3?]s0 

ist charakteristisch fur die ebenen Kurven, wo (£ j j) eine sogenannte 
WRONSKische Determinante ist. 
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Betrachten wir t in (1) als die Zeit, so bezeichriet (2) die Ge- 
schwindigkeit. 

(H) Im folgenden mdchten wir j in (A) in verschiedenen Fallen 
finden. 

Setzen wir 

y] + dt , 7j = dy/dt 

anstatt y in (A), so folgt 

X = S - (f , */ + r i dt) {y + rj dt) , 

wo t ein Parameter ist. 

Setzen wir 

7] + 7] dt 

anstatt c in (A), so folgt 

X = {7J + 71 dt) - (7J + \ dt, 7]) 7J 
= {7j + rj dt) - fj 
= 7j dt . 

Ist f ein fester Kreis in R s und nehmen wir n Punkte 
coX [* = 1, 2, - n ] 
auf c, so kdnnen wir setzen 

coX — £ ~ {£ co 1 ?) ciV? [* ~ 1> 2, ...w] . 

Betrachten wir j als Funktion eines Parameters s und gilt 
X = 0 

Oder 

d 3 /ds'-aZrj(s))7 1 (s)) =0, 

so bezeichnet s(s) Oder c eine Gerade, wo s den Kurvenbogen von f 
bedeutet. 

(I) Setzen wir 


( 1 ) a + i 93 , i = /- 1 
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anstatt £ in (A), so folgt 

= a + i 33 - (a + i 95, y) i) 

= {a - (arj) 7j) + t {9 3 - (33?) tj) , 

Oder 

(3) j = a - (a?) 7 , 93 = (93jyb, 

wo a, 33, 7], s reelle Kreise in R 2 sind. 

Setzen wir 

(4) a + i 33 

anstatt tj in (A), so folgt 

(S = f-(f,o + T33) (a + i 33} 

(5) J 

( = ? + (c33) 33 - i [(£33) a + (6a) 33] , 
daraus ergibt sich 

( y = c + (c33) 33 — (c a) a , 

( 6 .) 

la (Si 8) + 33 (ca) = 0 , 
wo c ein reeller Kreis ist. 


( 5 ) 

Im folgenden mOchten wir iiber die Kugeln und Kreise einige 
Bemerkung machen. 

(A) Im folgenden teilen wir die Gerandengeometrie mit. 

( 1 ) c‘ [« = I, II] 

bezeichnet eine Gerade g, die mit zwei Punkten c 1 und 6" bestimmt 
wird. 

Gleichfalls bezeichnet 

(2) V [« = I,II] 

eine Gerade g, die sich mit zwei Punkten c 1 und £ n bestimmen laszt 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXIX) 283 

(3) ?=pf + qt [« = I,II] 

bezeichnet eine Gerade G, die durch den Schnittpunkt von g und g 
geht, wo p , q skalare Grdszen sind. 

Mit anderen Worten konnen wir sagen, dasz alle Geraden C“, die 
sich aus den ?*, £* kombinieren lassen, durch dieselben Schnittpunkte 
gehen : 

( 4 ) (c‘, c*} . 

( 5 ) ' If + If 1 + if + if" = 0 
ist die Bedingung dafiir, dasz zwei Geraden 

(6) (c 1 , ?), (c 11 , c"} 

auf eidem Geradenbiischel liegen, oder (5) die Bedingung dafiir ist, 
dasz zwe Geradepaare 

(7) (c* 1 , ?'}, {?,?"} 

auf demselben Geradenbiischel liegen, wobei 

( 8 ) X, [i = 1, 2, 3, 4] 

irgendwelche skalaren Zahlen sind. 

Also folgt der 

Satz : Wenn die Geradepaare 
(c 1 , ?), <?", c”) 

auf einem Geradenbiischel liegen, dann liegen die Geradepaare 
(c 1 , I 11 }, (?\ ?'} 

auch auj demselben Geradenbiischel. 

(B) Ein Soma wird definiert durch acht homogene Koordinanten 05 
So : 3 £o2 : ; 3£ 123 : X«3 ^31 ‘ , 

die der quadratischen Relation geniigen : 

( 1 ) l (3£3£) = 3 l£ m + 3E 0 l X M + 3£ os 3 £ 31 + 3£„ 3 3e l2 - 0 . 


(1) Vgl. STUDY: Geometrie der Dynamen, S. 556. 
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Die beiden Somen X und sind zueinander parallel fiir 

( 2 ) X. « Xoi . Xq2 . Xq 3 tyo • tyoi • tyo? • tyoS • 

KOnnen die beiden Somen X und t; aus den andem durch eine 
Drehung gewonnen werden, so sagen wir, die beiden Somen schnei- 
den sich. 

Die notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung dafur, dasz 
(3) (Xty) 0 , 

wieder duzu dient, den Begriff auf uneigentliche Somen zu erstrecken. 
Aus den Somen X und t) bilden wir den Somenbuschel 

5, = <T,I + ( 7 t \ ) , 

wobei <r, , <r 2 irgendwelche skalaren Zahlen sind. 

Sei namlich 

$2 " 1 “ ^ 2 ^ » 

ein anderes Soma des Biischels (<r,r g — a t r 1 (= 0), so ist 

( 4 ) (8,5s) = <V, (XX) + far, + <r s r,) (X\j) + <r s r 2 (l)\j) = 0 . 

Aus (1)> (3', (4) folgt dasz, wenn (Xtj) = 0, dann (5,5*) = 0. 
Weiter kOnnen wir untersuchen wie in meiner Arbeit. 00 

(C ) Wir bilden aus den Koeffizienten des Linienelements di einen 
Tensor der mit den Eigenschaften ausgestattet ist, die 

denen des Tensors analog sind, mit Hilfe von W r , J>p .,»,*, 7 und 

dem dazu „reaproken Tensor “ . Und die vier Tensoren 

entwickeln ein Verfahren, zu jedem Tensor mit drei kovarianten 
(oder kontravarianten) Indices erster Klasse x r ,., P (oder y r -’’ p ) den 
„Pseudoreziproken“ x r,, ' p (oder y r .,, P ) zu konstruieren ; sie bezeichnet 
den Ausdruck 

(1) (x,y) = Z l x r ,, P y'- p 

als Altemante der beiden Tensoren x r ,,, P und y r ,,, P . 

(2) NAKAZIMA, S.: Kugelgeo. von M6BIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 6. 
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Wir betrachten als Hauptsystem von Normalen in n a ein System 
von v Einheitsvektoren 

X, i — 1 , 2 , v (v — Dimension von tt,) 

i 

von folgender Beschaffenheit : Versteht man unter x r ,,, P die skalaren 
Produkte der X mit den Vektoren f r ,,, P , den Komponenten des „terzo 

i 

ricciano “ des variablen Punktes / von V* , so soli gelten : 

(2) (x,*) = 0 fur 1, 2, ■■•v und i 4= j ; 

f j 

Aus ( 1 .) und (2) kann man weiter untersuchen wie in unseren 
kugelgeometrischen Untersuchungan. 

' ( Dl Geben wir auf einer Kugel 3 in R 3 drei Kugeln 

r [« = 1,11,1113 

* * 

in R, und auf einer weiteren Kugel 3 in R 3 ebenfalls drei Kugeln j* 

in R 3 vor, so gilt es genau vier MoBiustransformationen des R 3 -Raumes, 
die Figur {35®} iiberfuhren in die Figur {3 jc 0 } . 

Wir kdnnen zunachst durch eine Ahnlichkeit 5 in 3 iiberfuhren, 

_ * 

dann gehen dabei die g® in drei Kugeln r* auf 3 uber. 

Also kOnnen wir dann auf zwei verschiedene Weisen durch eine 

ijc _ ik 

Kreisverwandtschaft auf 3 die 5“ in die j® iiberfiihren. 

Zu jeder solchen Kreisverwandtschaft haben wir dann nach dem 
eben Ausgefiihrten noch zwei zugehbrige Transformationen des R 3 
-Raumes. 

Diese vier Abbildungen sind nun auch die einzig moglichen. Denn 

* * 

die Figur {5 s®} kann, wenn man die Identitat mitrechnet, nur durch 
vier Transformationen in sich iibergefiihrt werden. 

* 

Zunachst gibt es zu der Identitat auf der Kugel 5 mit zwei Kreis- 

verwandtschaften einmal die Identitat des R„ -Raumes und dann die 

* 

Inversion an 3 , die alle Punkte von 3 in Ruhe lasst. 

* 

Dann gibt es die Inversion auf 3 , die den Kreis durch die Kreise 

* 

{j®3) auf 3 punktweise in Ruhe lasst, und zu dieser gibt es zwei Trans- 

(1) Vgl. BALDONI. R.: Sistemi di normali principali ad una varieta nel suo I, 
II, Atti della Reale Accademla Nazionale dei Lincei. Rendiconti, Classe di Scienze 
fisiche, matematiche e naturali. Roma, G. BardL Serie 6, Bd. II; S. 149 und S. 261. 
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formationen im R, -Raum, von denen man wieder die eine aus der 

* 

andem erhalt, indem man noch die Inversion an 5 ausfuhrt. 

*- * 

Da die Figur {5 y”} von 10 Bestimmungsstucken abhangt, 1 st un- 
sere Gruppe der Abbildungen von MObius im R 3 -Raum 10 = gliedrig, 
(Gruppe MJ. 

(E) Es seien S, = 0, S s =0, S 3 =0 die Gleichungen dreier Kugeln 
mit den Radien R, , R s , R 3 . 

Ferner seien 

(t t = (x, - Xtf + (y, - y t f + (z s - z 3 f - (Rs - R 3 )* =/( 2, 5), 
U=f( 3,1), #,=/( 1 , 2 ); 

dann ist die Gleichung der Cyklide, wenn man sie als Enveloppe einer 
Kugel betrachtet, welche die drei gegebenen Kugeln beruhrt 

0 S, S 2 S 3 

S, 0 t, t 2 

( 1 ) =0 

5 2 t, 0 u 

s 3 t t u 0 

Wenn ' 

t, = const., 
so folgt aus ( 1 ) 

0 S, S s S 3 

S, 0 C 3 C s 

(2) =0, 

S, C 3 0 C, 

5 3 C s C, 0 

wo Ci die Konstanten sind. 

Ist 

ti ~ U ~ Ui = t) t 

(1) NEUBERG, J.: Sur la cyclide de DUPIN, Memories de la Soci6t6 Royale des 
sciences de Liige (2) X. 
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so folgt 

0 S, S s s 3 

S, 0 t t 

(3) =0. 

S, t 0 t 

S 3 t t 0 

d. h. 

( 4 ) S'i + Si + Si — 2 SiS 3 — 2 S,S, — 2 SjjSj = 0 . 

(4) ist die Fldche vierter Ordnung. 

Wenn S s 3 = S 3 , so folgt <, = 0, t 3 ——t 3 , daraus ergibt sich aus (1) 
( 5 ) S, = 0 oder t 2 = 0 . 

(5) ist unsere Fldche. 

(F) 

( 1 ) t [a = 1 , 1 1 2 n + 1] 

bezeichnet 2 n Punkte auf einer Kugel. 

(2) 

bezeichnen zwei Kugeln, auf deren jeder 2 n Punkte liegen. 

Fur (1) und (2) kOnnen wir untersuchen wie in meiner Arbeit, (1) 
z. B. wenn 

( 3 ) || f, s", S (2n+,) , ?, ?, t 2n+iy II =0 

gilt, so folgt 

( 4 ) <r a f = . 

Die Bedeutung von (4) ist die, dasz es eine Kugel gibt, auf der 
2 u Punkte liegen. 

(G) Bezeichnen a, P, r die Radien, a, b, c die Mittelpunkts* 

(1) NAKAZlMA, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XU, T6hoku Math. 
Journ. (34), 1931, S. 187. 


f [a = I, II, •••, 2n + 1] , 
? [A = I, II, ..., 2 n + 1] 
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abstande der drei Kreise, so ist der Radius des Kreises, der drei ge- 
gebene Kreise beriihrt : 

rn = _ A«(S-A) + B/3(S-B) + Cr(S-C) t 4J/A B-C 
’ P ‘ A (S— A) + B(S-B) + C (S-C) 

worin zur Abkiirzung 

(A = a 2 - (/? - r*; B = b*-(r-« 7; 

( 2 ) ' 

lc=C - (a - ,9'f ; S = 1{A + B + C) 


gesetzt sind und J den Inhalt des aus den drei Kreismittelpunkten 
gebildeten Dreiecks bedeutet. 05 
Aus (1) ergibt sich 
(3) /> = «( 4 // 3 -1), 


wenn 

( 4 ) <>■ — ft = y , a = b = c = 2 « 

gilt. 

Aus (3) kdnnen wir wissen, dasz 

I 

( 5 ) 4/-,/ 3-1 


gilt. 

Setzen wir jetzt (1) in der Form 


( 6 ) 



A«(S— A) + B/3(S-B) + Cr(S-C) + 4J/A-B-C 
A (S -A) + B (S-B) + C (S- C) 

A« (S— A) + J3/3 (S --B) + Cr(S r C) - 4 J /A- B^C 
A (S— A) + B (S — B) V C (S— C) 


so folgt 


( 7 ) -</>,+ ft > : 2 = (A« (S-A) + B/9 (S-B) + C r (S- r )} 

: (A (S— A) + B(S-B) + C(S— j-)} = «, 


(1) MATTHES, C, J.: Radius des Kreises, der drei gegebene Kreise beriihrt, Ar- 
chiv fur Mathematik und Physik mit besonderer Berucksichtigung der Bedurfnisse 
der Lehrer an den hoheren Unterrichtsanstalten gegriindet von J. A. Grunert, fort- 
gesetzt von R. HOPPE, Greifswald, LX, S. 445. 
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wenn 

( 8 ) « = j9 = r 

gilt. 

(H) Es seien P* (Xn,yt, zt) der Punkte auf einer Kugel ft, deren 
Radius r gleich ist und deren Zentrium auf dem Ursprungspunkt von 
Koordinanten, so kommt zustande (I) aus Quaternion 

( 1 ) Pi = x k i + y k j + z k k , 
wo 

( 2 ) xl + yl + zi = r*. 

Schreiben wir den Tetraheder P,P 2 P 3 P 4 innen ft um, so bezeichnen 

/ O -V P| + P 2 +P 3 Po + P 3 -h P 4 Po+P,+ P, P 4 +P 1 + P; 

^ ’ 3 ’ 3“ ’ 3 ’ 3 

den Schwerpunkt von 

( 4 ) APiPjPo , AP 2 P 3 P, , AP.P.P, bzw. AP 4 P,P. . 

Liegt der Punkt P in 

( 5 ) P - \ [(P, + P s + P 3 + PJ - P] 

auf ft), so liegt P in (5) auf einer Kugel, die den Punkt (3) hindurch 
geht. 

Also ist (5) die Gleichungder Kugel, die den Punkt (3) hindurch 
geht. 

Wir wollen es ft, 23) bezeichnen. 

Weiter nehmen wir einen Punkt P 5 auf ft, so erhalten wir die 
Kugeln 

( 6 ) ft 1234 > ^2846 > 3461 , ft 4612 > ^5128 

aus Tetrahedem 

( 7 ) P,P 2 P 3 P 3 , P,P 3 P,P 3 , P 3 P 4 PJ> 1 , , P 6 P,P S P 3 . 


(1) Vgl. z. B. TAlT and Knot: Introduction to Quaternions, Edinburgh, (1903). 
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(6) gehen ein und denselben Punkt hindurch, weil die Kugeln 

! i[(P, + P. + P. + P4)-P3. 
i[(P. + P, + P, + P0-P], 

(8) U[(P, + P« + P. + P,)-PL 

; 3 [(P 4 + P 8 + Pi + P») ~ P] » 

■ iKP. + p. + P. + pj-P] 


den Punkt 
( 9 ) 


P,««— i (P, + P 2 + P, + P 4 + p,) 


hindurch gehen. 

Sind E, , P. , P, , P 4 feste Punkte, Oder ist P 6 veranderlich, der 
uber die Kurve C auf St lauft, so lauft der Punkt P 1234# iider die Kurve 
C' auf der Kugel $ 12S4 ; 

Ist C geschlossen, so ist C' auch geschlossen. 

Die Punkte 

^(P. + P. + P. + PJ, 

1 l (P s + P 3 + P 4 + P 6 ), 

(10) 1 1 (P, + P 4 + P» + P,) , 

£(P 4 + P S + P 1 + P 2 ), 

^(P,+ P t + P, + P,) 

liegen auf der Kugel 

^1SS« > 

Oder 

(11) P = £[(P, + P, + P s + P 4 + P 8 )-P]. 

Nehmen wir weiter einen Punkt P, auf St, so erhalten wir die 
Punkte 


(12) P 13466 y Ps4661 > P«J1!» PfiClJSi P| 


61834 9 


worau3 wir die Punkte haben : 
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(13) 


i(Pi + P. + P 8 + P4 + P 5 ), 
H (P» + P 3 + P« + P 5 + P«) , 
< £ (P. + P, + P e + P 8 + P.) , 
| (P« + P 5 + P 6 + P, + P s ) , 
J(P 6 +P 8 + P, + P, + P 3 ), 


die auf einer Kugel liegen 

(14) J[(P, + P, + P, + P. + P. + PO-P]. 
So gehen die Kugeln 

(15) ^12348 > ^ 23<f>0 > ^34561 > ^4t812 l ^56123 
durch ein und denselben Punkt 

(16) l (P t + P, + P 3 + P< + P 8 + P 8 ) , 


u. s. w. . 


Weiter kdnnen wir diesen Satz im R„ -Raume erweitern. 
(I) Betrachten wir 
( 1 ) cos i* ? = . A af p a p t = 1 

in meiner Arbeit ( °, so kdnnen wir wissen, dasz 


( 2 ) 


r cos s <P = (T •>/>„> • {A'Vaft}" , 
cos* <p = (T‘V.i°?) • {A“V«/ > j)‘ m . 
sin* ? = [{A‘ f - T l? ) • {A«V.A«}” , 
sin*? = [{A Bf - T‘ f } p,p f ] • {A^PtPt) ~ m , 
cos*”? o (T "p.Pa) p - {A '>p.p f y , 
cos> = {T"p*p>y . {A*>P' P> }- m , 


sin*'?= (T>./>,}MA‘V.M" , 
ksin*'’? = (T'V.M'’- (A'V.i 0 ?)'" 
gelten, wo w, n und p beliebige reelle Zahlen sind. 

(X) MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (1), Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. f Vol. V, (1932), S. 83. 
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( 6 ) 


Im folgenden mOchten wir 
(A) j? = cos « • £ + sin « • £' 
betrachten. 

(A) Wir untersuchen 

( 1 ) . vj — cos « • c + sin « • £' + C » 

so folgt 

( 2 ) (£ 9 ) = cos « , (??) = sin « ; 

wenn 

(3) (£0 = 0, (c'C) = 0 

gilt, so kOnnen wir (1) anstatt (A) betrachten, wo c. c', q und C die 
Kreise in R,, C der imaginare Kreis, der (3) erfullt (1) . 

Nun kOnnen wir setzen 

(4) if.., i= =i/-T 

anstatt C in (1), dann erhalten wir 

( 5 ) vj = cos « • £ + sin « • £ ' + i j , 
wo f der Kreis in R s ist. 

(B) Wir betrachten 

( 1 ) C — cos « • £ + sin « • yj , (£9) = 0 , 
wo £, rj und C die Kugeln in R N - sind. 

Wenn C eine feste Kugel ist, so entsteht 
( 2 ) cos a • rfc + sin « • drj .+ ( — sin a • ? + cos « • y) da — 0 . 
Wenn der Winkel zwischen £ und gleich ist, so entsteht 
(3) C = cosa-f + COsf/3— a) -rj. 

(1) THOMSEN, G.: t)ber konforme Geo. n, Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamb. Univ. IV Bd, S. 132. 
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Wenn ft = f in (3) ist, so folgt (1). 

Im allgemeinen kOnnen wir setzen 

( 4 ) C = cos a • ? + cos (ft— a) rj + i j , 

wo i = ■)/-!, ft konstant und £ die Kugel in Rx ist. 

(C) Wir untersuchen 

( 1 ) C = cos a • c + sin a • rj 

wo f. 5 1 und C die Kugeln in Rx sind, da c J_ rj ist. 

Aus (1) folgen 


(2) 

(dC/du — — sin « • £ + cos « • rj , 

(cPC/da* + £ = — sin « • ds/da + cos « • dy/du , 

wo 


(3) 

cos « • dS/da + sin « • dy/da — 0 

ist. 

Wenn 


(4) 

fcos a • ds/ da + sin a • drj/da = 0 , 

( — sin a • di/da + COS a • dtj/da — 0 

Oder 


(5) 

ds/da = 0 , drj/da = 0 , 

d. h. 

c = if = const. 

gilt, so folgt 


(6) 

+ 

II 

O 

Wenn a 

= constant, £ und • f veranderlich sind, so folgt 

(7) 

dC — cos a • dc + sin « • dy . 

Aus (1), (2) haben wir 

(8) 

c + rfc = cos a {£ + d£} + sin a {rj + drj} 


daraus ergibt sich 

( 9 ) (C + dC, £ + d?) = cos a . 
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Da wissen wir, dasz der Winkel zwischen C + <#C und £ + d£ a 
gleich ist. 

Wenn £ und 7 konstant, a veranderlich ist, so folgt 

(10) dC=— sin «•£•<&* + cos 7 •</<*, 
daraus ergibt sich aus (1) und (10) 

(11) C + dC = cos a {£ + da • + sin a {)? — da • £}, 

so haben wir zur Folge 

(12) (C + dC, £ + da • 7) = cos a , 

d. h. der Winkel zwischen C+dC und £ + • 5? ist « gleich. 

(D) Im folgenden mdchten wir die Ebenengeometrie erwahnen. 
Ist 5 der Beriihrungspunkt zweier Kreise £ und r h so folgt 

( 1 ) s = £ - (£7) i ] . 

Ist C der Kreis, der durch den Punkt 1 geht, so folgt 

( 2 ) - (£0= £?)foc). 

Liegt der Punkt to auf dem Kreis C . so entsteht 

(3) (to C) = 0 . 

Sind £, 7) und to gegeben, so kOnnen wir C aus (2) und (3) finden 
Setzen wir 

( 4 ) C = COS a • £ + sin a • £' 
in (2), so ergibt sich 

( 5 ) COS a mt (£9) {cos a ■ (£7) + sin a • (£'>y)) 

Oder 

0 = sina(£iy)(£'jy), 

d. h. 

S' 1-7, 


wo a der konstante Winkel ist. 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXIX) 295 


( 7 ) 


Im folgenden mOchten wir die Minimallinien 
(A) (9,6,) df + 2 (W dtdr + (0,6,) dr* = 0 

auf der Kreisflache (K) betrachten. 

(A) Wir untersuchen die besonderen Kreisflachen (K deren 
Bogenelement ds mit 

( 1 ) ds* = (Pfit) df + 2 (6 A) dtdr + dr* 
gegeben wird, wo 

( 2 ) t = const., r = const, 
die Parametkrkurven auf (K) sind. 


Nach Coenen <I) finden wir 


1 da da _ ctg^ . %V(0A) 

y/(0ft<) dt dr V{9A) 3r 


wo G,„ der mittleren geodatischen Krummung von (K) , 


(4) COS a.(0A) = V(0A) 
gilt. 

Wir bezeichnen mit & den Winkel, den die geodatischen Linien 
des parallelen Systems mit den Kurven r=const. bilden, indem wir 
ihn durch die Gleichung 


( 5 ) tan « - yWHW 
(0,0 Jdt + (9 ft J dr 


definieren, wo dt, dr die Zunamen der krummlinigen Koordinaten t, 
r langs einer der geodatischen Parallelen sind. 1st die Funktion 0 (f, r) 
bekannt, so ergibt sich die Gleichung dieser geodatischen Linien in 
endlicher Gestalt durch Integration der Differentialgleichung 

( 6 ) (9ft,) sin 0 dt + {(0ft,) sin 0 - /(MW cos 0} dr =0. 


(1) COENEN, R. : Sur la courbure g£od6sique moyenne, Gomptes Rendus heb- 
domadairea des Sciences de V Academic des Sciences, Paris, Gauthier- Villars, Bd. 186, 
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Ebenso laszt sich mittels Quadraturen die Differentialgleichung 
der orthogonalen Grenzkreise 

( 7 ) (0,0,) cos ft dt+ {(0,0,) cos ft + 1 (0,0,) -(0,0,/ sin ft) d~=0 

integrieren. <2) 

Sind k x und L die beiden Hauptkriimmungen, so ist notwendige 
und hinreichende Bedingung dafur, dasz die Kreisflache Kanalflache 
sei : c,) 


/ +2 
dt a/ 




( 8 ) j-Mi 

+ 2 j-^- + J {(0,0,) + *,} = 0 


3 ( 0 , 0 ,) 


(B) Im Falle einer pseudospharischen LAMEschen Kreisflachen - 
familie (k) lassen sich 

ds- - + 2 (0,0,) dtd~ + df 1 + R (W^ cos 2 « 

setzen c< \ wo ds das Linienelement von (&) bedeutet. 

(C) Aus Voss Arbeit cr ° kfinnen wir wissen, dasz 


( 0 , 0 ,) : ( 0 , 0 ,) - ( 0 , 0 ,) : ( 0 , 0 ,) =- ( 0 , 0 ,) : ( 0 , 0 ,) , 

ist, wo (0,0,), (0,0,), (0,0,); (0,0,), (0,0,), (0,0,) unsere Fundamental- 
grOszen zweier Kreisflachen F bzw. F sind. Da F und F die rezipro- 
ken Radien zweier Flachen S und S sind. 

( D) Werden zwei Kreisflachen in den Parametem t, r dargestellt, 
also in beliebiger Weise auf einander abgebildet, so werden die Linien- 
systerae, die in beiden Kreisflachen zugleich Orthogonalsysteme sind. 
bestimmt durch die Bedingung 


(2) LUKAT, M.: BlANCHls Vorlesungen iiber Differentialgeometrie (1910- , S. 444. 

(3) HOPPE, R. : Bedingung einer Kanalflache nebst einigen Bemerkungen an 
Kanalflachen, Archiv der Mathemrtik und Physik mit besonderer Beriicksichtigung 
der Bediirfnisse der Lehrer an den hoheren Lehranstalten gegriindet von. J.A. 
Grunert, fort gesetzt von R. HOPPE, Leipzig C. A. KOCH, (2) 1, p. 280. 

(4) Vgl. LUKAT, M.: BlANCHIS Vorlesungen iiber Differentialgeometrie (1910), 
S. 682. 

(5) VOSS, A.: Zur Theorie der reziproken Radien, Sitzungsberichte der Bay* 
erischen Akad. der Wiss. Jahrgang 1920, S. 242. 
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WiXW, - df * - (wm),) dtdr 

+ {(0A)(0A\ - (0A\0A\) = 0 

wo (0,6,), (0A), (0A); ( 0,0, \ , (0A), , (0A) unsere Fundamental- 
grOszen bezeichnen. 05 

Diese Bedingung ist bei konformen Abbildungen identisch erfullt, 
bei alien nicht konformen Abbildungen dagegen geht durch jeden 
Punkt der einen wie der anderen Kreisflache ein Paar von diesen 
orthogonalen Kurven. 

(E) Sind £=const. die Erzeugungslinien einer Regelkreisflache S 
und bezeichnen p und T den Kriimmungs-und Torsionsradius der 
Linie r— const., 0 den Winkel der Tangente zu dieser Kurve mit der 
durch den Beriihrungspunkt gehenden Erzeugungslinie, <f den Winkel 
der Schmiegungsebene derselben Kurve mit der Tangentialebene der 
Kreisflache, so konnen wir den Ausdruck des Quadrates vom Linien- 
elemente auf die folgende Form bringen : (i) 

( 1 ) ds* - dr + 2 cos 0 d-dt + (MV + 2 Nr + 1 ) dt , 
wo 

(2) { 

Aus (1) sehen wir, dasz 

( 3 ) (0,0,) = MV + 2 Nr -t- 1 , (0A) = cos 0, (0A) == 1 

gilt. 

Weiter kdnnen wir untersuchen wie in meiner Arbeit. 05 

(F) Im folgenden mochten wir die Loxodromen im allgemeinen 
Sinne, namlich diejenigen Kurven auf beliebigen Kreisflachen, welche 

Hi KORKINE, A.: Sur les cartes geographiques, Math. Ann. XXXV, S. 588. 

\ 2 ) CHINI, M. : Sopra alcunc deformazioni deile superficie rigate, Atti della Reale 
Accademia di Torino, XXVI, p. 20. 

(3) MATUMURA, S. : Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (XXVII) , Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI (1938), S. 136. 
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eine Kurven9chaar unter konstantem Winkel schneiden, enwahnen. 

Sind es die Loxodromen der Kurven t= const., so ist die Gleichung 
der Loxodromen (,> : 

( 1 ) [/(W(p; J - (W - a (0,0,)] dr -a (6,0,) dt = 0 , 

wo a in Dinas Arbeit 0) steht. 

Sind t= const, und r= const, aufeinander senkrecht, so folgt aus (1) 

( 2 ) [VmKW] dr = a (0,0,) dt 

Oder 

(3) V(^A)dr = V(0ft)dt. 

Wenn sich aus den Parameterlinien (t) und (r) unserer Kreisflache 
ein Isothermennetz bilden laszt, kdnnen wir setzen 

(*A)«(M,), (W = 0. 

Somit ergibt sich aus (1) 

( 4 ) dr = a dt. 

(G) Wir betrachten Bianchis (,) Translationskreisflache (T), so 
gilt das Quadrat des Bogenelements ds gegeben durch 

( 1 ) ds* = df + 2 (0,0,) dtdr + dr* . 

1. Aus (1) kdnnen wir die folgenden Satze beweisen. 

(1) Zwei Fortschreitungsrichtungen (k,) und (k t ) eines (T) -Fliichen- 
punktes (t, r), die nicht seinen Minimaltangenten angehoren, sind dann 
und nur dann aufeinander senkrecht, wenn sie der Bedingung 

1+2 (0,0,) {kt + kt) +AA-0 

(1) DINA. C.: Sopra una curva particolare giacente sopra una superficie in ge- 
nerate, Giornale matematico ad uso degli student! delle university italiane pubblicato 
per cura del Prof. G. BATTAGLINI, Nrpoli, XIX, p. 298. 

Vgl. MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (XXVIII), Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI, S. 192. 

(2) BIANCHI, L. : Lopra la deformazione di una classe di superficie, Giornal 
matematiche ad uso degli studenti delle university italiane pubblicato per cura del 
Prof. G. GATTAGLINI, XVI, p. 267-270 ; MATUMURA, S. : Beitrage zur Geo. der Kreise 
und Kugeln (XXVIII) , Mem. of th Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, 
Japan, Vol. XXI, 1968, p. 192. 
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Geniige leisten. 

t2) Die Parameterlinien (r) bzw. ( t ) der (T) -Fldche sind nicht 
Minimalkurven. 

(3) Das Netz der Parameterlinien einer (T) -Fldche ist dann 
und nur dann ein Orthonalsystem, wenn (0A) iiberall verschwindet. 

(4) Eine (T) -Fldche hat zwei einfach unendliche Scharen von 
Minimalkurven; sie sind definiert durch die Differentialgleichung 

d? + 2 (0A) dtdr + dr 3 = 0 . 

(5) Definiert die Differentialgleichung 

dr/dt — A ( t , r) 

auf einer (T) -Fldche keine Schar von Minimalkurven, so lautet die 
Differentialgleichung der Kurven, die auf die durch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind: 

dr/dt = — ((W,)J + 1>:<* + (W). 

(6) Die Parameterlinien einer (T) -Fldche bilden ein Kurvennetz 
ohne Umwege. 

(7) Dafur, dasz sich die Parameterlinien (7) und (r) einer (T) 
-Fldche zu einem Isothermennetze anordnen lassen, in dem (7) bzw. 
(r) von Kurve zu Kurve um dieselbe unendlich kleine Grosze wachst, 
ist notwendig und hinreichend, dassz die zugehorigen Fundamental- 
groszen (0A) die Bedingungen 

( W = 0 

erfiillen. 

(8) Um zwei (T) -Flachen konform aufeinander abzubilden, hat 
man solche Parameter auf beiden (T) • Flachen einzufiihren, in denen 

(0A) = (&A) 

sind. 

(9) Ein Kurvennetz 

A ( t , t) rf + 2 B (7 r) dtdr + C ( t , r) dr* = 0 
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auj einer (T) -Flache ist dann und nur dattn ein Orthogonalsystem, 
wenn 


C - 2 (O t 0 1 ) B + A = 0 u. s. w.. 

ist. 

2. Wir betrachten 

g,.du r du" = g r ,du r du’ . 


daraus ergibt sich 


du v V 
du r 3 m ’ 


WO 


dtssdu', dr s= dif, ds* = g rs du’du' 

gesetzt sind. 

Die kovariante partielle Ableitung eines kovarianten Vektors v r 
wird dann durch 


, v r , — dVr/du' — P rl v t 
definiert, wobei 


r„ = g'’ (&■ + 


\ 3m' 


jjgg jjg» \ 
3m" 3m 1 " / , 


% 


und g' J ' die kontravarianten Bestiramungszahlen des Tensors g r « seien, 
d. h. 


t 


n _ tla 


* G 


G =£„& - gf 3 . 



> 


Wir wollen als die Grundform der Tensorrechnung die folgende 
aufnehmen : 


ghk du h du k . 

Wir fuhren noch die folgenden Bezeichnungen ein: 
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g = gngn ~ gh , g hk = E A,, E k "g n , 

\ E n = 0, E 12 = ^-« = — E 21 , E M = 0, 

| E„ = 0 , Ej2 = g* = E 51 , Ej 2 = 0 

! ! 

; Am = (w*b*) = - = - (w A *b) = Am , 

I A = AhAj 2 Ala f D/,a= — {UtS k)~(uZhk) = Dm , 

D = D„D S2 — D?2 , Mr = — (be, ) . 

Dann gelten die folgenden Ableitungsgleichungen : 

Uhk = — 2 A/i*W + D/,i - 2 ghkO , 

C,=-|M,« — Dr u, , 

s I 

1 br — Ar U, + Mr — , | 

3. Es sei die Oberflache von (T) -Flache im Sinne von Lebesque, 
so folgt 

L= 55 VlHW dtdr . 

Der Massenpunkt hat die kinetische Energie 
T-H<* + 2 (0A)tr + r ! } 
und die LAGRANGschen Bewegungsgleichungen lauten : 

d / st \ n __ SV 

dt ' Sf / 0 * 0 * 

d / ST \ ST SV 

d t ' Sf / 0r 0r 

Weiter kdnnen wir erhalten die Formeln in Whittakers Buch, y> 
wo wir 1 anstatt t setzen. 

4. Es sei C eine durch die Gleichungen 

(1) Whittaker, E. T.: Analytische Dynamik der Punkte und starren Korper, 
Berlin (1924), p. 433. 
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u‘=J m (p), [* = 1 , 2 ] 

definierte reelle Kurve auf der Kreisflache, so folgen 
M 1 == t , m* = r , 
und ist p ein reeller Parameter. 

Es seien P 0 und P, die den Parameterwerten p 0 bzw. p x entsprechen- 
den Punkte auf C . 

Wenn eine Funktion von u } derart ist, dasz 
co* = 0 fur p = p 0 , Pi, 
ist, dann definiert die Gleichung 
vC = M 4 + ew* 

eine durch P 0 und P, hindurchgehende Nachbarkurve C von C, wenn 
e eine Infinitesimale ist. 

Weiter kOnnen wir untersuchen die Kreisflachen wie in Takasus 
Arbeit. 03 

5. Zwei beliebige Kurven 

(1) t = t(P), ~ = r{p) 

und 

( V) = ( P ), r i = r i ( P ) 

der (T) -Flache bilden miteinander einen Winkel a, fur den man hat 

C 2 ) sin « = 

1 V t n +2 (0A) t'r' + r* Vt[ t + 2 (eA)t[T[ + r« ' 

1st 

l = ( W 

in (2), so kommt zustande 
( 3 ) sin a = 0 . 

6. g und g* seien zwei konvexe (T) -Flachen in R a , deren Punkte 

(1) Takasu, T.: Differentialgeometrie II, Sci. Reports of the Tdhoku Imp. Univ„ 
Vol. XVII (1928), S. 435. 
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eineindeutig durch parallele und gleichgerichtete Flachennormalen 
einander zugeordnet sind. 

Fur jede Wahl von gemeinsamen Flachenparametem (t, ~) seien 
unsere FundamentalgrOszen in zugeordneten Funkten einander gleich, 
d. h. 


wobei 


(W = (W, 


( ds * = df + 2 0 9 A ) dtdr + dr\ 

Ids? = df + 2 (6,0,)* dtdr + dr 2 , 

da ds, ds* die Bogenelemente bedeuten. 

Dann sind die beiden (T) -Flachen bis auf eine Translation mit- 
einander identisch 05 . 


(H) Wir betrachten die Kreisflachen (S), deren Bogenelement 
ist gleich 

( 1 ) d? = dr 2 + T'( a +b\d,/ T 2 f df, 
so folgt 

( 2 ) (6,6,) = 1 , (6,6,) = 0 , (6,6,) = r- (a+b \ dr/T ’*)*, 

wo a und b beliebige Konstanten sind®. 

Aus (2) sehen wir, dasz die Gleichung von Minimallinien auf (S) 
mit 


(3) '/’* (a+b 5 dr/TJ df + dr 2 = 0 
gegeben wird. 

(0,0,) = 0 besagt, dasz die Parameterlinien ein Orthogonalsystem 
bilden. 

Weiter sehen wir, dasz ein Kurvennetz 

(4) A(t,r)df + 2B(t,r)dtdr + C(t,r)dr t = 0 


(1) Vgl. NAKAZIMA, S. : Uber die Fundamentalgroszen bei Eiflachen, Jap. Journal 
of Math. 6 (1929), S. 27. 

12 ) Vgl. Encyldopadie der Mathematischen Wissenschaften, III. 3, S. 392. 



304 


S6zi Matumura 


auf (S) dann und nur dann ein Orthogonalsystem ist, wenn 
(5) T(a + b\dr/T*) C + A = 0 
8»lt. 

Die Parameterlinien einer (S) bilden dann und nur dann ein Kur- 
vennetz ohne Umwege, wenn 

( 6 ) 3/3r {r (a + b $ dr IT 1 )) = 0 

genugen und nicht verschwinden. 

Weiter kdnnen wir berichten wie in (G). 

( I ) Ist auf einer Kreisflache (K) die Differentialgleichung der 
Minimalkurven 


( 1 ) (0,0,) df + 2 (0,0,) dtdr + (0,0,) dr* = 0 , 

so bestehen in einem beliebigen (K) -Flachenpunkt fur die Fortschrei- 
tungsrichtungen dr , : dt , und dr 3 : dt dieser Kurven die Beziehungen 

( 2 ) dt,du : (dt,dr. 2 + dr,dt 3 ) : dr Jr, 

= ( 0 , 0 ,): (- 2 ( 0 , 0 ,)) -.( 0 , 0 ,). 


Wir bestimmen diese Richtungen durch die Gleichungen 
fA dt,dt + B (dtjdr + drjt) + C dr, dr = 0 , 

(a dt,dt + B (dLdr + dr,dt) + C dr Jr = 0 , 
Oder fassen sie zu einer Gleichung zusammen : 


(3) 


(4) 


' df [A* dt x dt, + AB (dt x dr s + dr x dt,) + B* dr,dr : ] 

+ dtdr [2 AB dt x dt 3 + (AC + B‘) (dt x dr, + dr x dt,) 

+ 2 BC dr Jr,] + dr* [B 2 dtjt, + BC (dtjr, + drJQ 
, + C* dr Jr,] = 0 . 


Aus (2) und (4) ergibt sich 


! dt {(0,0,) A*— 2 (0,0,) AB +{80, ) B‘> + 2 dtdr [(0,0,) AB 
- (0,0,) (AB + B‘) + (0,0,) BC] + dr* {(0,0,) B s 
— 2 (0,0,) BC + (0,0,) C 2 } = 0 . 


( 5 ) 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXIX) 305 


Sind insbesondere (0A) = B = 0 in (5), so folgt aus (5) 
( 6 ) (MO A* df + (0,6,) C dr- = 0 , 

oder 

( 7 ) dt : dr = ± i C : V (MO A , i = /“l . 

Setzen wir jetzt 

((dt/dr\ - i VmjC : /(MO A , 

( 8 ) 

((<«/*), = - i V{O t 0 t ) C : /(MO A , 

so haben wir 

( 9 ) (dt/dr), = - (dt!dr\ . 




UBER FLACHEN UND KURVEN (XX) : 

Einige Bemerkungen iiber Flachen und Kurven 


Sozi Matumura 

(Accepted for publication, December 12, 1938) 


Im folgenden mochten wir iiber Kurven und Flachen einige Be- 
merkungen machen. 


( 1 ) 


(A) Wir betrachten 

. ( 1 > s " J • ‘’" const " 

wo p der gewonliche Kriimmungsradius einer ebenen Kurve und s 
ihre Bogenlange bedeutet. 

Diese Kurven sind in naturlichen Koordinaten definiert nach den 
Werten der Parameter X, p Cykloiden, Hypo-und Epicykloiden, Lem- 
niskate, Parabel, gleichseitige Hyperbel u. a.. 

Aus (1) folgt 

( 2 ) tan = rJp/af-l 

3 ds 3X 

wo <p die Deviation unserer Kurven ist. 

(B) Wenn wir zu einer Tangente einer ebenen Kurve eine un- 
endlich nahe parallele Sehne ziehen und deren Mittelpunkt mit dem 
Beriihrungspunkte verbinden, so heisst die Gerade Aberrations-Axe 
(nach Transon, Joum. de Math. 1841). 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXI 
No. 8 (b), February, 1939.] 

(1) MATUMURA, S. : ttber einen affingeometrischen Satz und die Deviation ebener 
Kurven, Tdhoku Math. Joum., Vol. 36 (1932), p. 189. 
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Fiir den Winkel <f, welchen sie mit der Normale bildet, haben wir 
schon auf anderem Wege die Gleichung CI) : 

( 1 ) tan <p = g • dp/ds = \ ■ p'lp 

bewiesen, in der p den Kriimmungsradius der Kurve, p' den der Evolute 
bezeichnet. 

Sind P und Q die Funktionen der 
( 2 ) $ S dp/tgp , 

so haben diejenigen Kurven, fiir welche 

(3) (\?dxT + (\?dyf = Qr 
ist, als Kriimmungsradius 

(4) 3 Stan,*- ^ P ( P .-OT+ I " Q ' ( r^p Q » ) • 

wo die Ableitungen nach s genommen sind. (:1) 

Rechnen wir den Bogen s einer Kurve (M) von einem bestimmten 
Anfangspunkt aus, so bildet der Ort der Schwerpunkte dieses Kurven- 
bogens die barycentrische Linie (G). 

Ist (M) eine ebene Kurve, und bedeuten x und y die Koordinanten 
des Schwerpunkts G, so werden x und y in ihrer Beziehung mit dem 
Bogen s und dem davon abhangigen Kriimmungsradius p durch die 
Gleichungen dargestellt (4:) : 

d (sx) _ sy _ s . d(sy) __ sx 

ds p ’ ds p 

Oder 


(1) MATUMURA, S. : tiber einen affingeometrischen Satz und die Deviation ebener 
Kurnen, L6heku Math. Journ. Vol. 36 (19321, 189. 

(2) Vgl. Pirgndini, G. : Note g£ometrique, Nouvelles Annales de mathematiques, 

(3) V, p. 460. 

(3) CESARO, E. : Sur une coudition d£finissant des families de ceurbas, Mathesis, 
Recueil mathematique sk l’usage des eeoles speciales et des ttablissements d’instruc- 
tion moyenne public par P. MANSION et J. NEUBERG, Grand. Hoste, Paris. Gauthier* 
Villars, 8°, VI, p. 33. 

(4) CESARO, E. : Les lignes barycentriquea, Nouvelles Annales ds mathematiques, 
(3i V, p. 511. 
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d (x \ dp / 3 i g<p) = y \ ds[ 3 tfff _ f dp . 
dp/3tg<p p J 3 tg<p ’ 

d (y \ dp /3 tgp) _ _ x \ ds[ 3 tffp ' 
dp/3 tg<p p 


(C) Es wird bewiesen, dasz die ..intrinsic equation" der 
elastischen Kurve ist (,) 

( 1 ) 1/p = 2/kc ■ dn • s/kc . 

Aus (1) ergibt sich 


(2) 


tan <p = 


1 dp 
3 ds 


1^ kc 
3 2 



( 2 ) 

Im folgenden mochten wir Auerbachs Arbeit 0 '-’ bemerken. Neh- 
men wir die Geschwindigkeit von Bogen statt der Geschwindigkeit von 
Sektor, so folgt 

( I-) P = i jpQ*+ pq* ("» y|‘ 

anstatt (1) in Auerbachs Arbeit. 

Wenn ~-?Q- =0 in (T) gilt, so folgt 

dt 

( 2 ) P = \¥ol. 

In diesem Falle gilt auch 
ss'l/12. 


( 3 ) 

Fiir die isotrope Kurve jc (t) laszt sich nach Cartan die Pseudo- 
bogenlange s (y.) in die Form umwandeln : 

(1) GREENHILL, A. G. : The intrinsic equation of the elastic curve, The Messenger 
of mathematics, London and Cambridge, (2) VIII, p. 82. 

(2) AUERBACH, H. ; Sur un probleme de M. Ulam concernant lequilibre des 
corps flottants, Studia Mathematica, Tom VII, p. 121. 
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ds(s) = 


i C X, is) 


df 


( • bedeutet d/dt) 


und damit gilt 

ds 

do 


c 1 2 3 (g.jj.g) 

t (c, C, c) 


wo /> der Kriimmungsradius von j ist. 

Weiter kdnnen wir untersuchen wie in Stjss’ Arbeit c,) . 


( 4 ) 

Es seien Eilinie / ' und cine Ebene. 

P und P seien zwei Punkte auf r, die den Umfang von /’ hal- 
bieren, so nennen wir P und P die Gegenpunkte von /’. 

Sind die Deviationen von r im Gegenpunkte immer einander 
gleich, sb muss /’eine Zentralkurve {p=p) sein. 

Ist die Summe zweier Deviationen von /’im Gegenpunkte konstant, 
so muss l* die Pseudozentralkurve (p + p — const:) sein. 

Dieser Beweis ist klar aus der Formed 85 
tan <p = 3 • dpj do . 


( 5 ) 

Kubota hat den folgenden Satz bewiesen m . 

Wird eine ebene, stetig differenzierbare Kurve von den Geraden 
einer beliebigen Parallelenschar in je n Punkten geschnitten, derart, 

(1) SttSS, W.: Zur relativen Differentialgeometrie, IV, Tohoku Mafh. Journ., Vol. 
29, S. 361. 

(2) Vgl. MATUMURA, S. : Uber affingeometrischen Satz und die Deviation ebener 
Kurven, Tohoku Math Journ., Vol. 36 (1932), S. 189. 

(3) KUBOTA, T.: Characteristic properties of algebraic figures, Tokyo Buturi* 
gakko Zassi, Vol. 47 (1938', p. 243. 

KUBOTA, T. and KAKEYA, S.: On the Algebraic Correspondence, Tohoku Ma- 
thematical Journal, Vol. 13 (1918), p. 296. 
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dasz der Schwerpunkt der n Punkte auj einer Geraden wandert, wenn 
die Gerade die Schar durchlau/t, so ist die Kurve eine algebraische 
Kurve n-ter Ordnung. 

Der Betrachtung liegt folgende Begriffsbildung zugrunde : Sei 1 
eine Gerade durch O, die die Kurve in P, , P 2 , ... , P„ schneidet. Man 
bestimme P so, dasz 

n — 1 

OP' & OP v 

wird. Bewegt sich P auf einer Geraden g, wenn 1 den Biischel durch 
O beschreibt, so sagt man : O besitzt eine Polargerade g. Nimmt man 
nun an, dasz jeder Punkt der Ebene bezuglich der vorgelegten Kurvt 
eine Polargerade besitzt, so folgt aus der Betrachtung der somit erklar- 
ten Polarverwandtschaft auf Grund eines Satzes von Kubota und Kake- 
ya, dasz die Kurve algebraisch und von der Ordnung n ist. Da weiter 
aus einer Bemerkung Fuziwaras folgt, dasz, wenn jeder Punkt einer 
Geraden h bezuglich der vorgelegten Kurve eine Polare besitzt, iiber- 
haupt jeder Punkt eine Polare besitzt, so ist damit der eingangs ge- 
nannte Satz dargetan. 

Wir betrachten 


(1) 

( 2 ) 


x + + ... + 

ft sin 3 r, sin 3 r 2 p n sin’ 1 r" 

-H— = J_ + _L_ + ... + _I_ 

OP OP, OP 8 OP, 


in KObotas Arbeit. 05 

Im folgenden mochten wir Kubotas Zeichen benutzend etwas 
andem Beweis liefem. 

Aus 


( 3 ) 


Pi 


_ _{£r(t l) 2 }? 

{H b 2 (r'J - nr'i ) 


sm T t = 


n 


Vn+r'p 


folgt 


1 _ n + 2 (rj/ - nr" . 

p t sin* r ( 


( 4 ) 


r t 
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unserer Bedingnng ist aber: 

(5) {r°; + 2(rlf-ry t , )/rt = 0 

Oder 

(6) l/r« + (l/r,)" = 0. 

Wir haben aber 


(7) 

n/r=l/r l + l/r i + ... + 1 fr n . 

da folgt 


(8) 

l/r t + (lIry + r t + a/rJ'+... = 0 

Oder 


' O) 

- 1 , + \ +...+ \ -o. 

Pi sin r, Pi sin r 3 p n sm r„ 


w. z. b. w. . 


Weiter kdnnen wir leicht die Bedingung dafiir erkennen, dasz P 
immer ein Punkt ist, da in unserem Falle 

( 10 ) f + t* = 0 

i 

gilt. 

Sind Pi [i=l,2, ...,w] Punkte auf je n Eilinien und 

(11) np(d) = p 1 (0)+p(0)+ ... +p n (d), 

t 

so folgt aus (11) 

(12) np"(ff) =p['(0) +p''(d) + .../>" (0); 

also ergibt sich aus (11) und (12) 

(13) np = Pi + p t + ••• + p„ , 

wo p, pi die Stutzfunktionen von n Eilinien sind. 

Wenn P immer einen festen Punkt hindurch geht, so entsteht 

(14) 0 = np — px + Pt + ... + p * . 

(14) ist unsere Bedingung. 

Aus (11) folgt 
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(np'(0) = p[(0) + (fi>(e) + ...+p 1(0), 

(15) 

(np'(0 + n)+p[{e + n) + p»(0 + jt) + ...p '{0 + -), 
woraus sich ergibt 

fn {p' (0) + p'(0 + *)} = { p\ (6) -t p[ (0 + -)} + ... 

} ‘+{? J (»)+0 4 -)} 

Oder 


S 4 + S 2 + ... + S n = 0 , 

wenn s = 0 ist, wo s, s, , ... die Tangentenprojektionen der Sehne 
zwischen den Beruhriingspunkten bezeichnen. 

N. B. Betrachten wir 


(16) JL = .£l. + -? 2 _ + ... + C " 

' J nn nr 


OP OP, OP, 
anstatt (2), so ergibt sich 

C, , C 2 


OP„ 


(17) 


+ 


ft sin 3 K ft sin 3 ^ 

anstatt (1), wo 

(18) Ci [i=l,2,...,«l 


-+...+ 


0„ 


= 0 


ft sm /„ 


konstant sind. 

Besteht 

(19) nr = ft + ft + ... + ft 


anstatt (7), so folgt 


( 20 ) 


nr* _ r{ + + ... + 

f ft + s + ... + ft 


Wenn r'/r = const., d. h. die Kurve P logarithmische Spirale ist, 
so folgt 

(21) Sn=e f i 8+C *, 

im 1 

wo Ci die Konstanten und ft = ti{0) ist. 
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Nach Doetschs Arbeit (S) kOnnen wir 


nl t' _ K +_M_+ •• • + 
h hi + h 2 + +h n 


anstatt (19) setzen, so folgt aus (21) 

(23) i ]h t = e°i°+ c * 

i-l 

wo hi = h t (0) ist. 

Die Zeichen findet man in Doetschs Arbeit a> . 


(24) 
in (7), so 

- ' (25) 


r — const. 


« 1 

v A 

r i tan i t 



( 6 ) 


Wir betrachten 

( 1 ) p — r sin a. + dr/d<o cos « 

in GouPiLLiftREs Arbeit (,) . 

Wenn 

( 2 ) p = r 

in (1), so 

( 3 ) r (1 — sin «) = dr/d<o • cos « 

Oder 

(4) r-eWf-LlJiaiL*,) 

\ j COS a / . 

(1) DOBTSCH, G.: Kovexe Kurven und Fuszpunktkurven, Mathematische 
Zeitschrift 41 (1936). S, 718. 

(2) HATON DE LA GOUPILLIERE: Rj^pberches sur les developpoides, Annales de 
la societe scientifique de Bruxelles, Bruxfcfles, 11, B., p. 1. 
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( 7 ) 

Von H. Minkowski stammt der Satz, dasz Eiflachen konstanter 
Breite und solche konstanten Umfangs miteinander identisch seien. 

Mit der MiNKOWSKischen Methode wollen wir hier den weiterge- 
henden Satz beweisen : 

Haben zvoei Eiflachen in alien Richtungen gleiche ( i . A. nicht kon- 
stante ) Summe von ■ Kriimmungsradien im Gegenpunkte, so haben sie 
in alien Richtungen auchgleich Umfange und umgekehrt?'\ 

Beweis : 0, 8 seien Polarkoordinaten auf dem spharischen Bild. 
P (o, 0) und o (8, 0) seien die Kriimmungsradien an den beiden 
Eiflachen, so sind 

' (K",0) = i>x T (o,0), 

( 1 ) 5, 

(*(«\0) = 5>Y T (6,0), 

0 

woraus folgen : 

(p 0) + P ( z ~ ~ + 0) “ 2 (8, 0) , 

U (8, 0) + „ (* - 8, * + 0) = 2 2>Y* (8, 0) . 

0 

Sollen beide Flachen in jeder Richtung 

p (8, 0) + p(jr— 8, Jr+0) — <t(v, 0) + a (n— 8,^+0) 

besitzen, so muss 

(3) X ! x = Y s x = 0,1,2,.-.] 

sein. 


U (o, 0) und V (8, 0) seien die Umfange der beiden Eiflachen in der 
Richtung (8, 0), d. h. die Umfange der senkrechten ebenen Projektionen 
in der Richtung des Kugelradius zum Punkte (8,0) auf dem spha- 
rischen Bilde. 

Bezeichnen wir mit P„ das w-te LEGENDEREsche Polynom, so er- 
halten wir nach Minkowski zunachst 

(1) Umkehrung iat schwierig wahrend der Satz selbst sehr einfach ist. 
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U (0, 0) = r P (| , 0) 40 = f> f X T (1 , 0) d0 

JO T-0 JO 

= 2>r&Ptt(O)X^(O,0) 

X-0 

und allgemein 

(U (5, 0) = 2 * X P sx (0) Xjx (S, 0) , 

( 4 ) 

(V(3,0) = 2 J rgp jX (O)Y ! x(5,0). 

Aus (3) folgt aber nach (4) zunachst unsere erste Behauptung: 
(5) U (3, 0) = V (d, 0) . 

Umgekehrt folgt aus (4) und (5) aber wieder (3) und somit 
wegen (2) auch die Umkehrung der ersten Behauptung 03 , w. z. b. w.. 

N. B. Anstatt 

p(6,tf) + p(n- 8, t: + 0) 
und 

o (3, 0) + a (jr — 3, it + 0) 

kOnnen wir* im allgemeinen andere geometrische GrOszen annehmen. 


( 8 ) 

Im folgenden mdchten wir die Ebenengeometrie erwahnen. 
Bezeichnen wir mit R den Radius des umgeschriebenen Kreises 
von AABC, dessen Inhalt F gleich ist und setzen 


so folgt 

s = AB + BC + CA , 

(1) 

A + B + C = 9 

(2) 

sin A + sin B 4- sin C = s / 2R , 


(1) Vgl. NAKAZIMA, S. : Eiflachenpaare gleicher Breiten und gleicher Umfange, 
Jap. Journ., of Mathematics, Vol. VII (1930), p. 225. 
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( 3 ) sin 2A + sin 2B + sin 2C = 2F / R* . 

Aus (3) erhalten wir 

( 4 ) cos 2A + cos 2B • dB / dA + cos 2C • dC / dA = 0 . 
Aus (1), (2) ergibt sich 
(5) l + dB/dA + dC/dA = 0. 

( 6 ) cos A + cos B • dB / dA + cos C • dC / dA = 0 . 
Danach folgt aus (4), (5), (6) 


(7) 


1 1 1 


cos A cos B 


cosC 


- 0 


cos 2 A cos 2B cos 2C 


oder 


( 8 ) 


cos B — cos A _ cos C - cos A 
cos 2B — cos 2A cos 2C - cos 2A 


so erhalten wir den 

Satz : Aus Maximum-oder Minimumbedingung ergibt sich 
AB = AC oder CB = CA oder BC = BA , 


wenn R = const., s = const. . 

Weiter kdnnen wir untersuchen wie in meiner Arbeit 1 * * * 05 . 


(1) NAKAZIMA, S.: Some relations between the fundamental quantities of the 
triangles, which inscreibed in a given circle, Tokyo Buturi-gakko Zassi 35 (1935), p. 
75. 

NAKAZIMA, S.: Some Inequalities between the Fundamental Quantities of the 

Triangle, Tohoku Math. Journ. 25 (1925) , p. 115. 

MAT5UMURA, S.: On some problems, Jaurnal of the Mathematical Association of 

of Japan for Secondary Education, Vol. XVI (1934), p. 94. 




BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (XXX) 

Sozi Matumura 

(Accepted for publication, February, 27, 1939.) 


Im folgenden mOchten wir uns mit einigen Satzen fiber Kreise 
und Kugeln beschaftigen. 


( 1 ) 


Hier behandeln wir meine fundamentalen Groszen (l) (0,0,), (0,0,), 
(0,0,) von Kreisflachen. 

(A) Wir wollen eine Kreisflache jc mit K bezeichnen und uns 
die Abbildung nach parallelen Tangenten klar machen. 

Die Abbildung nach parallelen Tangenten an die Parameterkurven 
ist nur mfiglich, wenn das System konjugiert ist, denn aus £, = Pjc, 
und jc, = Qj, folgt wegen : 


( 1 ) 




P*_ r ■ Q 

P-Q h P-Q 


So gilt: 

Die Abbildung nach parallelen Tangenten Jiihrt konjugierte Systeme 
in konjugierte Systeme iiber. 

Da femer: 

Mfit) = 2 P 8 /^ (W , (W = 2 PQ/-* ( W , 

( 2 ) J _ 

((0,0,) = ; QVA (0,0,), 

deren ; in meiner Arbeit (8) steht. 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXI, 
No. 9, April, 1939.] 

(1) NAKAZIMA, S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ. Formosa Japan, Vol. 2, S. 36. 

(2) NAKAZIMA, a. a. O., S. 36. 
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Aus (2) sieht man, dasz * 

( 3 ) m ) : (W : (MO = F (Oft ,) : PQ (6,0,) : Q* (MO 
besteht. 

Die Minimallinien 

( 4 ) (6Jd df + 2 (W dtdr + (6,9,) dr 1 = 0 
transformieren sich in die 

( 5 ) F (6,9,) df + 2 PQ (0,0,) dtdr + Q 2 (6,6,) rfr 2 = 0 . 

(B) Wir betrachten die Kreisflache K, deren Bogenelemem ds 
mit 

( 1 ) ds- = (0,0,) df + 2 (0,0,) dtdr + dr* 
gegeben 05 ist. 

Allgemein sei die Lage eines Massensystems S durch die Para- 
meter t und r bestimmt und habe die lebendige Kraft den Ausdruck 

C 2 ) T — £ {(6,9,) t* + 2 (9,6,) t'r' + dr' 2 ), 

wobei (9,9,), (0,9%) analytische Funktionen von t und r seien und sich 
in der Umgebung des Wertsystems t—r=0 , welches kurz durch 0 
bezeichnet werde, regular verhalten und fur dieses die Werte (9,6 ,) 0 , 
(6,6,\ annehmen mdgen. 

Dann ist allgemein 

( 3 ) (6,9,) - (9,9,f > 0 , 

also speziell 

( 4 ) (6,6, \ - (6,6,)!, > 0 . 

Die wirkenden Krafte mdgen ein nur von t und r abhangiges 
Potential IJ haben, welches ebenfalls in der Umgebung von 0 eine 
regulare analytische Funktion der Parameter und in der Form 

(5) U = ^ (Lf + 2 Mtr + Nr 2 ) + ... 
entwickelbar sei, wobei die weggelassenen Glieder in den GrOssen t 


(1) Vgl. NAKAZIMA, a. a. O., S. 36. 
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und r von mindestestens dritter Dimension, L, M, N aber Konstante 
seien, fiir welche die Ungleichungen 

(6) LN - M 4 > 0 , L > 0 


bestehen. 

Alsdann hat das Potential in 0 ein Minimum, und das Syetem 
ist in der Lage 0 im labilen Gleichgewicht. 

Weiter kann man untersuchen wie in Knesers Arbeit.' 0 
Wir setzen (1) in die Form 

• ( 7 ) ds t = (0,0,) dt 4 + 2 (0,0,) dtdr + (0,0,) dr - , 

wo (0-0,) — 1 ist. 

Ein fastrhombisches (t, *) -Kurvennetz mit dem Linienelement 

/S® — (0,0,) + 2 (0,0,) f r + (0,0,) r* 

( 8 ) | = E f + 2 F i ~ + G r 8 , 

I E = (0,0,), F = (0,0,), G = (0,0,), 

ist durch die Forderung gleicher Gegenseitensummen fiir jedes 
Maschenviereck definiert, d. h. es musz 

I^Ve (t, z o) + vm^+h)) dt 

I *C n +A 

, # W G (f 0 , T ) + i/G (t 0 +h, r)} rfr 



fiir jede beliebige Stelle / 0 . r 0 und Maschenweite h identisch erfiillt 
sein. Durch Entwicklung der Funktionen E und G nach Potenzen von 
h erhalt man fiir (9) 


[2hVE + 


w 

6' 


8VE 




+ ... = 2 A i/G + 


A’ ( 3 VG 

6 I 


+ 3 


JV G i , 


Oder 


(2) KNESER, A.: Bewegungsvorgange in der Umgebung instabiler Gleichgewichtsla- 
gen, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 118 (1897), S. 20J. 
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2 h /E + ~ + 3 *0 - J + ... = 2 * , 

wobei unter E, G und deren Ableitungen die Funktion9werte an der 
Stelle t 0 , zu verstehen sind, und daraus weiter durch die Koeffizi- 
entenvergleichung 

i/E=l und = 

Schreibt man fiir die beliebige Stelle U , r„ wieder t, r, dann ergibt 
sich schlieszlich als notwendige Bedingung eines fastrhombischen Kur- 
vennetzes : 

(10) YE=l = f((+r) + ^M, 

wobei <p und ^ willkurliche Funktionen bedeuten. 

Die Bedingung (10) ist aber auch hinreichend, da (9) durch (10) 
tatsachlich befriedigt wird, 

Fiir <p = = const, spezialisieren sich die fastrhombischen Netze 

in die genau rhombischen sogenannten TscHEBYSCHEFF-Netze. 05 
(C) Setzen wir dr :dt — A in unsere Minimallinien 
( 1‘ ) (9,0,) df + 2 (e A) dtdr + (9. A) dr* = 0 , 

so entsteht 

(2) (W,) + 2(WHM)1' = 0, 

woraus folgt 

( 3 ) (0,9 ,) : (0, A ) : (9 A) = V* : - 1 (J, + *,) : 1 , 

wo k, die Wurzeln von (2) sind. 

Setzen wir daher die proportionalen Werte in die Bedingung 

( 4 ) (9,9,) + (6 A) (k x + k t ) + (0 A) kA = o 

ein, so kommt: 

( 5 ) \ (A, + A s ) ( k i + k t ) + kA — 0 > 

wofiir man auch schreiben kann : 

(3> TSCHBBYSCHEFF, P. L. : Sur la coupe des vetements, Oeuvres II, S. 708 ; ferner 
VOSZ, A., Math. Annalen 19 (1882), S. 1-26 und BlEBERBACH, L., Sitzungsber, 
d. BerL Akad. 1926, S. 294-321. 
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(6) ^ . K ~ _ i 

’ k, - x t ■ k 2 - x t 

was schon wohl bekannt ist, so dasz die Richtungen (1) von den 
Richtungen (4) harmonisch getrennt werden. 

(D) Wir setzen 

( 1 ) W ) df + 2 (MO dtd~ + (MO dr-) : {df + dr*) 
in die Form 

( 2 ) {(8,0,) + 2 (8 A) A + (MO V ) : (1 + **> 

und betrachten den Fall, dasz (2) von ^ anabhangig ist. 

Dies aber ist dann und nur dann der Fall, wenn 

(3) (8,8,) = (8 A) und (8A) = 0 

ist. 

(E) Sind 

(1) Adf + 2Bdtdr + Cdr* = 0 
die Minimallinien auf der Kreisflache (K), so entsteht 

( 2 ) A df + 2 B dtdr + C rfr* = « {(0,8,) df + 2 (0,0,) dtdr 

+ (MO d- 2 } . 

Aus (2) folgt 

( 3 ) (A -a(0,0,)) df + 2 {B-a(0A)) dtdr 

+ (C-a(OA)} dr* = 0. 

Gilt (3) von jedem Wert von dt, dr, so muss 

(4) A = a(0,0,), B = a (0,0,) , C — a (0,0,) 
sein. Aus (4) und (1) folgt 

( 5 ) (8,0,) df + 2 (8,8 0 dtdr + (MO dr* = 0 ; 

daraus kann man sehen, dasz die Minimallinien nicht anders als (5) 
sind, wo A, B, C und a Funktionen von t und r sind. 
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(F) Wir betrachten eine Kreisflache (K), so kann man setzen (I) 

(1 > 


wo (8 fit), (6,6,), (6 X 6,) unsre Fundamentalgrdszen, L, M, N die Grund- 
groszen zweiter Ordnung im Sinne der gewhdnlichen Differential- 
geometrie bedeutet. 

Sind unsre Punkte auf (K) Nabelpunkte, so muss 


/ 2 ^ _L = _M_ = _N_ 

{ 9 , 9 ,) { 6 , 0 ,) ( 6 , 6 ,) 

sein. 

Aus (1) und (2) ergibt sich 

' (3) -I (P7) + i/fw = o . 

(3) ist unsre Bedingung. 


(G) Wir betrachten eine Kreisflache (K), deren Bogenelement 
ds mit 


( 1 ) ds 2 = dl: + 2 cos <p dtd? + dr 2 
gegeben ist, wo 

(2) (6,6,) = 1, (0,0-) = cos ? 

gilt. 

Aus (1) folgt 

( 3 ) ds" = (df + d?*) (cos* <p/2 + sin* <f/ 2) 

+ 2 dtdr (cos 2 (p/2 - sin* (p/2) 

Oder 

( 4 ) ds* = d? cos* (p/2 + d~?- sin 2 <p/2 . 
wo 

(5) 1 =t + r , t = t — r 

gesetzt sind. 


(1) Thomas. H.: t)ber Fliichen, auf denen sich besondere Arten von Netzen ge* 
odiitischer Linien ausbreiten lassen, Mathematische Zeitschrift Band 44 (1938), 
S. 235, 
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Aus (4) kann man sehen, dasz 
( 6 ) d? cos 8 ip / 2 + d r' 2 sin 8 <p/2 = 0 

die Minimallinien auf (K) sind. 

(H) Es sei in der Vektorform X = x(f, r ) die Parameterdarstell- 
ung einer MoNGEschen Kreisflache. 

Die Parameter seien so gewahlt, dasz die Kurven r— konst, die 
isotropen Erzeugenden sind. Dann ist 

( 11 * (6,6,) = 0- 

die letztere Gleichung ist an die stets erfiillbare Bedingung gekniipft, 
dasz t in der Flachendarstellung nur linear vorkommt. 

Sind L, M, N die Koeffizienten der zweiten Grundform, so ist 
(6,6,) =L=0 und die Form lautet : 

(rfs 8 = (2 (6,0,) dt + (6,6,) dr) dr , 

( 2 ) \ 

((N dr + 2 M dt) dr = 0 . 

Die Differentialgleichung der Krummungslinien wird 
(3) {(6,6,) M - (6,6,) N) dr 2 = 0. 

Weiter kann man untersuchen wie in Duscheks Arbeit 05 . 

( I ) Wir betrachten die Parameterlinien 

t = const., r — const, 
auf unsrer Kreisflache (K). 

Die Bogenelemente der Kurven (t) und (r) wollen wir mit r ,s und 
d,s bezeichnen ; die angehangten Index r bzw. t deuten dabei an, 
welcher Parameter die Veranderliche ist, dann gilt 

d, s = kV ( 6 , 6^1 
d,s " V(e,6,) ’ 

da hat man 

(1) DUSCHEK, A.: Uber die Kriimraungslinien der MONGEschen Flachen, Sitzungs- 
berichten der Akad. der Wiss. in Wien M3them.-naturw. Klasse, Abteilung II a, 
136, Bd. 7. Heft, 1927, S. 408. 
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dr \dt = k 


zu setzen. 

Weiter kdnnen wir sagen : 

Satz : Das von unendlich benachbarten Parameterlinien 
(*■), ( r + ®). ( r + 2 «) , ... 

und 

(t), (t + e) , (t + 2 s), ... 

fur lim e=0 gebildete Netz auf (K) hat dann und nur dann lauter 
gleich grosze Parallelogramme, wenn die GrOszen 

✓<(W«)(W-(W> und A 

konstant sind. 

Dabei wird vorausgesetzt, dasz die Parameterlinien keine Minimal - 
linien seien. A steht nebenbei bemerkt in meiner friihen Arbeit. 05 

Satz: Um alle diejenigen konformen Abbildungen einer Kreis- 
flache auf einer anderen Kreisflache zu erhalten, bei denen ein gege- 
benes Isothermensystem der einen Kreisflache als ein gegebenes Iso- 
thermensystem der anderen abgebildet wird, bestimmt man thermische 
Parameter t, r und 1 , r der beiden Systeme und setzt entweder 

J — ± at + konst., r = ± ar + konst. 

Oder 

1 — ± ar + konst., r = ± at + konst. [a=konst] 

Dabei kdnnen die Vorzeichen nach Pelieben genommen werden. <!> 
Betrachten wir die Spiralkreisflachen (S), so kOnnen wir setzen 05 

j A = exp. 2 1 , (O t 0,) = a % ( 1 + r*)*, 

W<) = 0, (W = l; 

(1) NAKAZIMA, S. : Kugelgeometrie von M^BIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2 (1929), S. 36. 

(2) SCHEFFERS, G. : Einfiihrung in die Theorie der Fiachen, Berlin und Leipzig 
(1922), S. 89. 

(3) OGURA, K.: Two surfaces having equal measures of curves, but not deformable 
into each other, Tokyo Math. Ges. (2) 4, p. 338. 
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daraus ergibt sich 

fl*(l + r'fdf + dr 2 = 0 
als die Gleichung von Minimallinien auf (S). 

(J) Es sei eine vollstandig geschlossene Kreisflache gegeben. 
Es handelt sich darum, die Existenz einer Funktion U des Ortes auf 
der Kreisflache anzugeben, die eindeutig und stetig ist, abgesehen von 
einem singularen Punkte, und der Differentialgleichung 

au = c • u 

genugt. 

Darin bedeutet C eine wesentlich positive Funktion des Ortes auf 
der Kreisflache, AU den BELTRAMischen Differentialparameter zweiter 
Ordnung. 

Man kann die Existenz von U mittels einer Fredholmschen Inter- 
galgleichung nach 05 weisen. 

Da bedeutet A eine wesentlich positive Funktion des Ortes auf der 
Kreisflache. Das A steht in rneiner Arbeit C2) . 

(K) Eine Projektion heiszt nach A. Venturi „merisogon“, wenn 
die durch dieselbe bewirkte Veranderung eines Winkels nur von der 
Grosze und von Orientierung dieses Winkels abhangig ist. Sind 

(d^ = yx-{(0 l e t )df + (WdT t ), 

Ids'* = 1/A' • {(0,6,)' dt' 1 + (<W dr *) 

die auf rechtwinklige krummlinige Koordinaten bezogenen Linienele- 
mente der krummen Kreisflache S, S' und setzt man 

1/A. •(*«*,), = 1/A', <(W W + (W(dr'/dtf } , 

1/A, • (W=l/A' • {(9,8,)' ■ 3/73/ . df/dr + ( W dr' fit -Or' fir), 

i/a,-(W = l/A'. {(W (W + (W(V/3r/>, 

(1) PICARD, E. : Sur une Equation aux derivees partielles relative & une surface 
ferm6e, Comptes Rendus hebdomadaires des stances de TAcademie des Sciences, 
Paris, 146, p. 1231-1235. 

(2) NAKAZIMA, S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2 (1929), S. 36. 
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so ist die Bedingung dafur, dasz die Projektion von s auf s' merisogen 
ist : 

2 _ i/(WAFH = const . 

(Mt), vWi) nw + Aw I (W 

die rechtsstehende Konstante ist die grosze Projektion 03 eines rechten 
Winkels von S auf S'. 

(L) Nach Weingarten hat man eine aus den Minimalkreis- 
flachen (M) durch Quadraturen bestimmbare Klasse aufeinander ab- 
wickelbarer Kreisflachen von Linienelmentquardrat 

(1) ds 1 = 2 rdf + 2tdtdr + dP 
angegeben. 

Da besteht 

(2) (Bfi t ) = 2r, (0A) = t, (W = l. 

Aus (1) kann man die folgenden Satze fur (M) beweisen. 

Sati 1 : Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dasz 
die beiden Scharen von Parameterkurven sich allenthalben orthogonal 
schneiden, 'ist, dasz die Gleichung 

(W = 0 , oder t — 0 
identisch jur alle Wertepaare t, ~ erfiillt ist. 

Satz 2 : Ist ndmlich <p der Winkel, den eine beliebige Fortschrei- 
tungsrichtung dt : dr mil der Krummungslinie r= const, einschlieszt, so 
ist 


tan <p = - —^ Z — 
/2 r dt 


da t — 0 ist. 

Satz 3 : Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dasz 
die Parametrekurven Minimallinien sind, ist, dasz die Gleichungen 

( 1 SOLER, E. : Sulle proiezioni merisogone, Atti della R. Accademia Peloritana, 
Messina, 21, p 65-105. 
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r = 0 , (MO = 0 

identisch jur alle Wertepaare t, r erjullt sind. 

Aber ergibt dies sich nicht. 

Satz 4 : Die notwendige und hinreichende Bedingung da/Ur, dasz 
die Parameterkurven isometrische Linien sind, ist, dasz fur alle Wer- 
tepaare t, r die Gleichungen 

t = 0 

bestehen. 

Sind auszerdem t und r thermische Parameter, so ist 
z = 1 . 

Satz 5 : Wir bezeichnen nun mit & den Winkel, den die geo- 
datischen Linien des angenommenen parallelen Systems mii den Kurven 
~= const, bilden, indem wir ihn nach den Grundformeln von Differen- 
tialgeometrie durch die Gleichung 

tg # _ Vl T—fd* 

2 rdt+tdr 

definieren, wo dt, d~ die Zunahmen der krummlinigen Koordinaten t, 
r langs einer der gcodatischen Parallelen sind. 

Ist die Funktion & (t, r) bekannt, so ergibt sich die Gleichung dieser 
geoddtischen Linien in endlicher Gestalt durch Integration der Diffe- 
rentialgleichung 

2 1 sin ddt + {t sin & — V . 2r — ? cos &) dz = 0 , 

was nach dem LiEschen Satze mittels Quadraturen moglich ist. 

Ebenso laszt sich mittels Quadraturen die Differentialgleichung der 
orthogonalen Grenzkreise 

2 r cos d dt + {t cos $ + V . 2 z—f sin &} dz = 0 

integrieren. 

Satz 6: Durch die Gleichung 

A dt + 2 B dtdz + C dz % = 0 

werden auf jeder Kreisflache (K) zwei Tangenten bestimmt; ist nun 
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2rC-2<B + A = 0 , 

so sind diese T angenten auj (K) orthogonal ; dann musz also wegen der 
winkeltreuen Abbildung auch 

2r, C - 2 U B + A = 0 

sein, wo 2 r, , t x , 1 unsre Fundamentalgroszen jur andere Kreisflache 
(M,) sind. 

Satz 7 : Die Bedingung der Konformitdt von beiden Kreisflachen 
(M) und (M,) ist 

n : t : 1 = r, : f, : 1 . 

Satz 8: (M) und (M,) seien zwei konvexe Kreisflachen, deren 
Punkte eineindeutig durch parallele und gleichgerichtete Flachennor- 
malen einander zugeordnet sein. 

Fur jede Wahl von gemeinsamen Flachenparametern sei 


r = r i , t = t x . 

Dann sind die beiden Flachen bis auf die Translation mite inander 

identisch. m 

\ 

Satz 9: Der Differentialparameter erster Ordnung einer Funk- 
lion <p (t, r) von (M) wird deftniert durch 


AiO) = 


_1 
2r-<* 






Zt Zt 



u. s. w. . 


Weiter kann man wissen, dasz, das Problem, eine Kreisflache mit 
einem Netz aquidistanter Kurven zu bekleiden, heiszt, das Quadrat 
des Linienelements der Kreisflache auf die Form 


ds- = df + 2 cos a dtdr + d** 
zurflckzufuhren/* 5 In diesem Falle besteht 


'1} NAKAZIMA, S.: Ober die ersten Fundamentalgroszen bei Eiflachen, Jap. Journ. 
of Math. Vol. 4 1927 ) , S. 101. 

(2) ROTHE, R. : t)ber die Bekleidung einer Oberflache mit einem biegsamen unaus- 
dehnbaren Netz, Sitzungsberichte der Berliner Math. Gesellschaft, VII (1907), S. 
10 . 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln(XXX) 331 


2 r = 1 , / = COS a . 

Setzt man das Linienelement in der Form 
ds* = 2 r d? + dr*, (t = 0) , 
an, so wird die geodatische Krummung einer Kurve 
r = const. 


durch den Ausdruck 


ft" 1 2 = - l/2r 

dargestellt (I> . 

(M) Lasst sich eine Kroisflache durch die Kurven 
( 1 ) a = const, 
und deren orthogonale Trajektorien 
( 2 ) |3 = const. 


in unendlich kleine Quadrate teilen, so gilt 

i d ( ( Mt) • da/3/ - ( 0A) • d«/dr ) 

d t X ~ J 

' 

+ d ( (g,g,):d a /8r-(g,gQ.d«/% ) 

dr | vW<)(W-"(<W ) 

Fur den Fall, dasz c2) 

( 4 ) (6 A) = 0 

ist, wandelt sich die Gleichung ( 3 ) um in 


(5) 


_ 3 _( / (6 A) da l 
d/ (V (6,0,) 3 1 1 




(g;g «) . 

(MO dr 5 


= 0 . 


(N) Nach einem Satze von Massieu ist notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir, dass eine Kreisflache auf eine Umdre- 


(1) TAKASU, T.: Differentialgeo. in den Kugelraumen, Bd. I, S. 249. 

(2) WlLLGROD, H.: Ober Flachen, welche sich durch ihre Krummungslinien in 
unendlich kleine Quadrate teilen lassen, Inaugual-Dissertation zur Erlangung der 
philosophischen Doctorwiirde an der GBORG-AUGUSTS-Universitat zu Gottingen. 
1883, S. 7. 
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hungskreisflache abwickelbar sei, die, dass die Differentialgleichung 
der Kiirzesten ein lineares und homogenes Integral zulasse. 

Das Linienelement ds einer Gesimskreisflache geniigt der Gleichung 


d? = ('r- T) 2 dt* + dr\ da (6 fl x ) = 0 , 
(W.) =r-T, (M,) = 1 • 


Es mussen also, um obige Bedingung zu erfiillen, eine Funktion 
C von r und t und eine Funktion W' von t allein existieren, so dass 


(2) WT+ -T) = 0, 

(3) W" + ('/’- T*C'=0, 

wo T eine Funktion von r allein, T eine Funktion von t allein ist (1) . 
In diesem Falle ist die Gleichung der Minimallinien 

(4) (T -Tfdf 1 + d** = 0. 

Besteht (1), so ist die notwendige und hinreichende Bedingung 
fur die Mdglichkeit, ds 2 in die harmonische Form zu bringen, aus- 
gedriickt durch zwei Gleichungen fur /> , welche bei passend gewahlter 
Form der Funktionen A und W von sind (2) : 


(5) 

( 6 ) 


lit = (T-Tf (W + A' j _ 

= ('^r)i[ (r - T, ( W+A V-V)]. 


Aus (1) kann man sehen, dasz die Differentialgleichung aller 
geodatischen Kurven der Kreisflache die Form annimmt: 


( 7 ) (T-TfirT-t'T") + {[('/'— T) 2 ] t + i [(T-Tf], t'f 

+ KT-mn r = 0, 


(1) RAFFY, L.: Determination de toute9 les surfaces moulures applicables sur des 
surfaces de revolution, Bulletin de la Societe Mathematique de France public 
par les secretaires, Paris, XIX, p. 34-37. 

(2) RAFFY, L.: Recherches sur les surfaces harmoniques. Resume, Bulletin de la 
Societe Mathematique de France publie par les secretaires, Paris, XXII, 63-66, 
84-96. 
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Dabei sind r und t als Funktionen eines dritten Parameters a zu 
betrachten. 

Sieht man von den geodatischen Parameterlinien (t) ab, langs 
deren ja t konstant ist, so kann man t selbst als Parameter ~ benutzen. 

Dann wird t'= 1 und t"= 0, wahrend t' und r" die Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung von r nach t sind. 

Infolgedessen wird aus (7) : 

, d*T = [(r-m (dr \ 8 1 (F-J7], dr 
— T / \ dt) 2 (J'-Tj* di 

( 8 ) 

( +i[(r-m. 

(O) Wenn eine Translationskreisflache gleichzeitig Minimalkreis- 
flache ist, so lautet 

(1) (0,0,)D" + (Mt)D = O 

oder 

(2) (W:D = (W:-D" 

wo (9 fit)— 0 gesetzt ist. Da D, D', D" zweite Fundamentalgroszen im 
Sinne der gewohnlichen Differentialgeometrie sind clJ . 

Ist unser Punkt Nabelpunkt, so gilt 

(3) (6 fit) : D = (9 fi x ) : D" ; 
daher folgt aus (2) und (3) 

(4) (0fi { ) = (6 Z 6 X ) = 0. 

(P) Nach Rothe c2) kann man wissfen, dasz das Quadrat des 
Linienelements einer beliebigen Kreisflache stets in die Form 

(i) 

zu bringen ist, wobei die Kurven 

(1) STACKEL, P.: Die kinematische Erzeugung von Minimalflachen, Transactions 
of the American Mathematical Society, Vol. 7, p. 293-313. 

(2) ROTHE, S. : Bemerkungen iiber die Gewebe („Kurvennetze ohne Umwege“( auf 
einer Flache, Deutsche Math.-Ver. 17, S. 325. 
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( 2 ) <p — const, 
den Winkel r— halbieren. 

Aus (1) entsteht 

( O \ (ty/ty* _ w • 0f/8r _ (fy/Sr) 8 
; (0,0,) "(W (W 

(Q) 1st A in meiner Arbeit 05 gleich 
( 1 ) df + dr 8 , 

so folgt 

( 2 ) ds 8 = {(0,0,) df + 2 (0,0,) dtdr + (0,0,) dr 8 } : {df 8 + dr 8 }. 

Besteht (2) fur alle Werte von (f, r), so soli das Verhaltnis 

( 3 ) {(0,0,) df + 2 (0,0,) dtdT + (0,0,) dr 8 } : {df + dr 8 } 

fur alle vom Punkte (f, r) ausgehende Fortschreitungsrichtung (&) oder 
(dr : df) dasselbe sein, d. h. der Bruch 

• ( 4 ) {(0,0,) + 2 (0,0,) k + (0,0,) tr) : {1 + Ar*} 

soil von k unabhangig sein. 

'Dies aber ist dann und nur dann der Fall, wenn 

(5) (0,0,) = (0,0,) = 1 und (0,0,) = 0 

ist ; daraus ergibt sich 

( 6 ) ds 8 = (0,0,) = (0,0,) = 1 . 

(R) Fuler und Meunier haben die Krummungstheorie fur die 
Normalschnitte einer Oberflache begriindet. 

Entsprechende Relationen stellt Burgatti fur die geodatische 
Torsion der von einem Punkte einer Oberflache ausgehenden Linien 
auf <8) . 

Im besonderen findet er die Formel 

1) NAKAZIMA, S;: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. Sci. and Agri., Tai- 
hoku Imp. Univ., Vol. 2 (1929), S. 36. 

(2) Burgatti, P.: Sulla torsione geodetica delle linee tracciate sopra una super- 
.ficie, Palermo Rend. 10, p. 229. 
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1 It *2 

welche der EuLERSchen Formel fur den Normalschnitt vollstandig 
analog gebaut ist. 

Dabei bedeuten T, , T 2 die geodatischen Kriimmungen zwei or- 
thogonalen und in Bezug auf den Hauptschnitt konjugierter Linien 
w=const., v— const. : 

(?) L = FD ~ Ep/ J_ = GD' - FD^_ 

•' T, E /EG - F 2 ’ T, G /EG - F* ' 

In der Kreisflache folgt aus (2) 

J_ = (*A)D-(W,)D / 

T, (6,0,) 1 /(0,0,)(MO-(W ’ 

C 3 ) l 

' T s /(^KM,j-(W ' 

(S) Im folgenden mdchten wir die Kreisflachen (K) untersuchen, 
deren Linienelement durch die Gleichung 

(ds 2 = df + dr- + 2 <p(t) jS (r) dtdr , 

(1 ) 

(w = l, (W = v(t)f(r), (?A) = 1 

gegeben ist und bei denen die Kurven 
( 2 ) t = const. , t = const. 

das System der Diagonallinien bilden cl) . 

Aus (1) kann man die folgenden Satze iiber (K) beweisen. 

(1) Die Minimallinien auj (K) sind 

dt + dr* + 2 <p (t) 4’ ( r ) dtdr = 0 • 

(2) Wenn 

a ( t , r) dt + /3 (f, r)dr = 0 

die Differentialgleichung einer einfach unendlichen Schar von geod'd - 


(1) VELISEK, FR.: t)ber eine Art der Translationsflachen, Casopis 44. p. 194-198 
(1916), (Bohmisch). 
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tischen Kurven auf (K) mit den Parametern t und r, diese geodatischen 
Kurven aber keine Minimallinien sind, so stellt 

d.x ~ -{ft nf. (j) £ill s!L £L ± j tM£ 

VP — 2 \<p{t)<!> (r) j3a + a* 

rfcs vollstandige Differential einer Funktion A von f «wd r dar, und 
die Gleichung 

9 A ( t , t) = const. 

is/ die der orthogonalen Trajektorien jener Schar von geodatischen 
Kurven™. 

( 3 ) Ein Kurvennetz 

A ( t , r) d? + 2 B (/, r) dtd r + C (/, r) dr* = 0 
auf (K) ist dann und nur dann ein Ortkogonalsystem, weyin 
C-2?(/)0(r)B + A = 0 

ist. • 

(4) Die Parameterlinien auf (K) bilden ein Kurvennetz ohne Urn- 
wege. ' 

(5) In der Integralrechnung wird gelehrt, wie man den Flachenin- 
halt J eines Teiles einer in Parameterdarstellung gegebenen Kreisflache 
zu berechnen hat: Handelt es sich um den Inhalt der Kreisflache, 
die von einer geschlossenen Linie 1 begrenzt wird, so hat man das In ■ 
tegral zu berechnen: 

J= WJ 

erstreckt sich iiber das Innere der Linie 1. Dabei bedeutet dj das 
Kreisflachendifferential, wo 

dj — dtd? . 

(6) Definiert die Differentialgleichung 

dr/dt = A (/, r) 

(2) Scheffers, G. : Einfuhrung in die Theorie der FlSchen, Berlin und Leipzig, 
1S22, S. 503. 
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auf (K) keine Schar von Minimalkurven, so lautet die Differential- 
gleichung der Kurven, die auj die durch diese Gleichung definierten 
einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind: 

dr 1 + f X 

dt <p X + X 

(7) Dajiir, dasz sick die Parameterlinien it) und (r) eine (K) zu 
einem Isothermennetze anordnen lassen, in dem (t) bzw. (r) von Kurve 
zu Kurve um dieselbe unendlich kleine Grosze wachsen, ist nohvendig 
und hinreichend, dasz die zugehorigen unsrer Fundamentalgroszen die 
Bedingungen 

= 0 

er/iillen. 

Nun setzen wir (1) in die Form 
( 3 ) ds~ = G a u‘u h . 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dasz 
C: u‘=f‘{t), [i= 1,2] 

die Extremale ist, besteht darin, dasz die sogenannten Eulerschen 
Gleichungen 


(4) 


A ( d<p \ - JA = o 

dt \ z' u l ) 


bestehen. 

Wir wollen dieses Ergebnis auf 
(S) s = jGu dt 


anwenden, so ergibt sich (,) 

( 6 ) ^ u ‘ + f M du * — 

K 1 d? I jk l ds ds 


= 0 . 


(3) Vgl. TAKASU, T. : Differentialgeo. in den Kugelraumen, Bd. I (1938) , S. 233. 
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(T) Wenn die Kreisflache auf ein senkrechtes geodatisches Ko- 
ordinatensystem bezogen ist, so wird das Linienelement in der Form 

( 1 ) ds* = o 0,0 ,) df + er* 

Nach (1) kann man beweisen den folgenden 
Satz 1 : Die Kreisfldchen, anf denen 

( 0 , 0 ,) 

iiber all verschwindet, sind die Tangentenflachen von Miniamlkurven, 
die nicht-zylindrischen Kegel von Minimalgeraden und die Minimal- 
ebenen. 

Satz 2 : Die Gleichungen der Minimallinien auj unserer Kreis- 
flache sind 

(0,0,) df + dr* = 0 . 

Satz 3 : Ein Kurvennetz 

A (t, r) df + 2 B (t, r) dtdr + C (t, r) dr 2 = 0 

auf einer Kreisflache ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, 
wenn 

\ 

(0,0,)C + A = 0 
ist. 

Satz 4: Definiert die Differentialgleichung 
dr/dt = A (t,r) 

auf einer Kreisflache keine Schar von Minim'alkurven, so lautet die 
Differentialgleichung der Kurven, die auf die durch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind: 

dr _ (0,0,) 

dt > ' 

Satz 5 : Die Parameterlinien einer Kreisflache bilden dann und 
nur dann ein Kurvennetz ohne Umwege, wenn die Fundamentalgrossen 
(0,0,) in der Form 

3v(0,0,l = n 

5 v 
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gegebenen Bedingungen geniigen und nicht verschwinden. 

Satz 6 : Damit sich die Parameterlinien (t) und (r) einer Kreis- 
fldche so anordnen lassen, dasz sie ein Neiz von unendlich kleinen 
Quadraten bilden, ist notwendig und hinreichend, dasz unsere Funda- 
mentalgrossen (Ofit) die Bedingung 

erfiillen. Hier bedeutet « eine von Null verschiedene Funktion von t 
allein und ft eine von Null verschiedene Funktion von r allein. 

u. s. w.. 

(U) Im folgenden mdchten wir die folgenden Probleme be- 
trachten : Kami man eine Kreisflache mit einem Nelz von vollkommen 
biegbaren und undehnbaren Fdden uberspannen, das so deformiert 
werden kann, dasz die Schnittpunkte der Fdden auf den Fdden fest 
bleiben und nur die Schnittwinkel veranderlich sind? 

Das allgemeine Problem bedeutet, ein Koordinatensystem t, r auf 
der Kreisflache so zu bestimmen, dasz die Minimallinien die folgende 
Gestalt erhalt a) : 


i d ft + 2 e' f ~ * cos <o dtdr + e JC5 ’"’ !> dr 2 = 0 , 

{coso. = (#A):/(«)(W, 
e’-> = (8ft (9ft.) caa «}, 

wo at der Winkel zwischen den Koordinatenlinien, <f, <}’ beliebige Funk- 
tionen von t und r sind, denn 

JOftjL = (9 A) = (W_ 

J e ? h " cos at e t? 

gilt. 

Nach (1) kann man beweisen den folgenden 
Satz 1 : Die Gleichungen der Minimallinien auf unserer Kreis- 
flache sind 

df + 2 cos at dtdr + dr 2 = 0 . 


(1) MYLLER, A.: L’habillage des surfaces. Annates scient. Univ. Jassy 14, 163-168. 
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Satz 2 : Die Tangenten der Minimallinien in einem Kreisflachen - 
punkt ( t , r) sind dann und nur dann Minimalgeraden, wenn fur diesen 
Punkt 

JO?-*) 

verschwinden. 

Satz 3: Die Kreisflachen, auj denen 

cog* 

iiberall verschwindet, sind die T angentenflachen von Minimalkurven- ■, 
die nich-zylindrischen Kegel von Minimalgeraden und die Minimal- 
ebenen. 

Satz 4 : Von den Tangenten eines Kreisflachenpunktes (t, r) sind 
zwei und nur zwei Minimalgeraden. 

Die zu ihnen gehorigen Fortschreitungsrichtungen (dr : dt ) uierden 
durch die Gleichung 

df + 2 e cos (o dtd r + dz* = o 

bestimmt. Die beiden Minimalgeraden fallen nicht zusammen. Dage- 
gen korhmt einem Miuimalpunkte der Kreisflache nur eine solche Tan- 
genie zu, die Minimalgerade ist. u. s. w.. 

(V) Wenn in allgemeinster Weise Kreispunkte 5 als Funktionen 
von t und r derart bestimmt werden, dasz die Parameterkurveri auf 
der Kreisflache des Punktes j ein konjugiertes System mit gleichen 
Invarianten bilden, das durch eine LAPLACEsche Transformation in ein 
orthogonales System iibergeht. 

Ein solches konjugiertes System gibt dem Quadrate des Linien- 
elements eie Form 05 



(1) CALAPSO, P. : Intorno ai sistemi coniugati che col metodo di Laplace si trans- 
formano da entrambi i lati in sistemi ortogonali, Palermo Rend. 31, S. 273. 
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( 2 ) 




j a 


d l Sl 


dll Zll 


H-w)'-™- 


dtdr df dr 


wo H eine Funktion von t und ~ ist, denn 

, (dll/dtf _ {ll.Wl/dtdr-dU/dt-dll/dr} _ (dll /dr) 2 

(0ft,) ' “ (8,8,) ' 1 

gilt. 

Aus (2) kann man eine Relation zwischen )0,0 4 ) und (Ofi-i) finden. 
(W) Wir betrachten die Kurven auf einer Kreisflache, welche 
mit den Kurven, die den Winkel zwischen den Kriimmungslinien hal- 
bieren, immer den gleichen Winkel bilden. 

Wird ein Netz von solchen Kurven als Koordinatennetz auf einer 
Kreisflache gewahlt, so besteht als notwendig und hinreichend zwischen 
den sechs unserer FundamentalgrOszen die Relation 

( 1 ) ( W (W (8ft,) - 2 (8,8,) (8ftJ (6 A) 

+ (8ft,)(8ft x )(8ft x ) = 0 , 

wo (0 fit), (0ft-.), (0-ft-.) unsere FundamentalgrOszen der Gauszschen 
Kugel bedeuten 0) . 

Aus (1) entsteht 

( 2 ) (8,8,) (8ft,) - 2 (0ft,) (0ft,) + (8,8,) (0ft,) = 0 , 

denn 

( 3 ) (0,8,) = 1 

gilt. 

Weiter gilt 

( 4 ) (0ft,) (0ft,) - 2 (8ft,) + (0ft,) = 0 , 

wenn unsere Kreisflache mit einem Netz aquidistanter Kurven zu be- 


(1) OCCHIPINTI, R.: Linee isocline rispetto alle bisettrici delle linee di curvatura, 
Palermo Rend. 36, p. 29. 
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kleiden ist cl) , denn 

( 5 ) m) = (W = i 

gilt. 

(X) Wir betrachten die Kieisflachen mit dem Linienelement 
( 1 ) = df + 2 tr dtdr + rfr* , 

wo 

(2) ( 0 , 6 ,) = 1, (W = tr, (6»A) = 1 

gelten c,) . 

Nach (1) kann man die folgenden Satze beweisen. 

Satz 1 : Die Gleichung von Minimallinien auf unserer Kreisfldche 
ist 

df + 2 tT dtdT + dr" — 0 . 

Satz 2 : Ein Kurvennetz 

A ( t , r) df + 2 B (<, r) dtdr + C ( t , r) dr * = 0 

auf einer Kreisfldche ist dam und nur dann ein Orthogonalsystem, 
wenn 

C-2frB + A = 0 


ist. 

Satz 3 : Definiert die Differentialgleichung 
dr/dt = A (f, r) 

cm/ emer Kreisfldche keine Sckar von Minimallinien, so lautet die 
Differentialgleichung der Kurven, die auf die durch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind: 

dr _ _ 1 + t • T/i 
dt t • r 4 X 

(1) Rothe, K.: Ober die Bekleidung einer Oberflache mit einem biegsamen unaus- 
dehnbaren Net z, Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesehlschaft 
(1905), S. 9. 

(2) TziTZfeICA, G. : Ein Problem der inflnitesimalen Geometrie, Bui. Soc. de Stunte, 

Bukarest 18, p. 166 (Rumanisch). 1 2 
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Satz 4 : Die Parameterlinien einer Kreisfldche bilden ein Kurven- 
netz ohne Umwege. 

Satz 5 : 1st t = 0 oder ~ ~ 0 , 
so sind t — const, und * = const. 
zueinander orthogonal. 

Satz 6 : Die T angenten der beiden Parameterlinien in einer.i Kreis- 
flachenpunkte ( t , r) sind Minimalgeraden. 

Satz 7 : Der Inhalt J der Kreisfldche ist zu berechnen mit 

d] — V\ — fr* dtd~ . 

Satz 8: Die Bogenelemente der Kurven (■) und (t) ivollen wir 
mit d,s und d*s bezeichnen, so Jolgt 

diS = dt , d-.s = dr . 

Satz 9 : Zuiei Kreisflachen K und K, sind dann und nur dann 
konform, wenn 

t r = t x r t 

gilt. 

Satz 10 : Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, davz 
die eine Schar von Parameterkurven (r= const.) von geodatischen Linien 
und die andere (/= const.) von ihren Orthogonaltrajektorien gebildet 
wird, ist die 

t t = 0 . 

Bedeutet insbesondere t den Bogen der geodatischen Linien, so ist 

tr = o. 

Satz 11 : Die Orthogonaltrajektorien der Kurven haben die Dif- 
ferentialgleichung 

trdt + d r = 0. 

Satz 12: Die Parameterlinien seien die Minimallinien nicht. 

Satz 13 : Wir betrachten eine Kurvenschar 
(3) A + 2 B dtdr + C rfr* = 0 , 
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so ist die Bedingung dafur, dasz die vier durch die Gleichungen (1) 
und (3) difinierten Fortschreitungsrichtungen vier harmonische Strahlen 
bilden : 

A at + B dr B dt + C d~ 

= 0 . 

dt + trdr trdt + dr 

Satz 14 : Gegeben die Differentialgleichung 
hdt + Bdr = 0 

eines Kurvensystems auf der Kreisflache, wo A und B Funktionen von 
(t, r) sind, so ist die Differentialgleichung der Orthogonaltrajektorien 

(A tr — B) dt + (A — B tr) dr — 0 . 

Satz 15 : Wenn die beiden Richtungen dt x : dr x und dt : dr t auf 
unserer Kreisflache aufeinander senkrecht stehen, so ist 

dtflt + tr (dt x dr t + dr x dt,) + drflr 2 = 0 . 

Satz 16 : Ist namlich <p der Winkel, den eine beliebige Fortschrei- 
tungsrichtung dt : dr mit der Krummungslinie r = const, einschlieszt, so ist 

tan <f = dr/dt , 

da t r = 0 gilt. 

Satz 17 : Durch die Spaltung von 
df + 2 trdtdr + dr* = 0 
in zwei Linearfaktoren erhdlt man 

(dt + {tr + i'A} dr = 0 , 

}dt + {tr - iA) dr - 0, 
wo 

A s = 1 - tr . 

Satz 18 : Die Parameterkurven sind isometrische Linien. 

Satz 19 : Man kann die Dtfferentialgleichung der Darbouxschen 
Kurve in der Form 

kn = (t + 2trtr + r*)l£ # r. 
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darstellen, wobei k IJt r„ , k n die geodatische Kriimmung, die geodatische 
Windung und die Kriimmung im Normalschnitt bezeichnen und der 
Punkt die Ableitung nach dem Kurvenparameter bedeutef'\ 

Aus Volks Arbeit (,) kann man sehen, dasz sich alle Kreisflachen 
in der Form des Linienelements 

ds* = d? + 2 Udtdr + dr 2 


mit geodatischen Dreiecknetzen als Ldsungen der Differentialgleichun- 
gen 


0 , 


+ -— — - <t>, + cot#,- (1>^ = 0(<P,-cos6, 0, = 1), 
sin 0 cos 9 


d_ 

3/ 


log 


<h_ 

cos 6 sin 2 d • ( K 


+ 


d_ 

9r 


log ^cot s 9 • -jjrj — 0 , 


bestimmen lassen, wo 

t r = cos Q 


besteht. 

Wir setzen (1) ein in die Form 
G = 2 g ik dxtdx* 

mit neuen Variabeln x, indem wir die g i/t als Produkte /</* betrachten. 

Hierbei kann man die /< fur die partiellen Ableitungen “bf/bXi einsr 
symbolischen Funktion /halten 
Man kann setzen 

G = {dff = (2f t dxd 1 . 

Durch die Differentiation von 


fifk ~ gik 

nach einer der x entstehen die Produkte vom Typus fjki [kl, i], die 
sich ahnlich wie die CHRiSTOFFELschen Dreiindizessymbole verhalten. 


(1) HILTON, H.: On Darboux lines, Proceedings of tne London Math. Society 1 
(1926), p. 106. 

(2) VOLK, O.: iiber Flachen mit geodatischen Dreiecksnetzen, Atti Congresso Bo- 
lobna 4, p. 357. 
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1st Vincensinis Flache (1> eine Kreisflache, so folgt 
( 1 ) ds* = {{0,0 + A*> d ? + 2 {9 A) dtdr + dr * , 
daraus kann man sehen, dasz die Gleichung der Minimallinien ist: 

( 2 ) {{0AY + A*} d? + 2 (9 A) dtdr + dr* = 0 . 

Weiter kann man aus (1) die folgenden Satze beweisen. 

Satz 1 : Das Flachendiflerential d] wird mit 

d] = V{(6Af + n - JeAfdtdr = A • dtdr 

gegeben. 

Satz 2 : Besteht das Kurvennetz 

A ( t , r)d? + 2 B (/, r) d/dr + C ( t , r) dr* = 0 . 

aus /aw/er Minimalkurven, so ist also 

A:B:C = (0A):(0A):(0A). 

Satz 3: Ein Kurvennetz 

A (/, r)df + 2 B (/, r) dtdr + C (t, r) dr * = 0 

auj einer Kreisflache ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, 
wenn 

{(OAY + A' : } C - 2 (9 A) B + A = 0 
gilt. 

Satz 4: Definiert die Differentialgleichung 
dr/dt — A (t, r) 

auj einer Kreisflache keine Schar von Minimalkurven, so lautet die 
Differentialgleichung der Kurven, die auf die durch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind: 

dr ___ {(W+ A 1 2 ) + (6 A) * 
dt. (6 A) + A 

(1) V INCENSINI, P.: Sur une famiile de courbea et la representation geographique 

des surfaces, L’Enseignement Math6motique. XXXVII Ann£e« 1938, p. 169. 
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Satz 5 : Die Parameterlinien einer Kreisflache bilden dann und 
nur dann ein Kurvennetz ohne Umwege, wenn 

3/0r {(0A) 2 + = 0 

ist. 

Satz 6: Wenn 

( W = 0 , 

so schneiden die Parameterlinien ( t ) und (?) einander senkrecht. 

Satz 7 : Damit sick die Parameterlinien ( t ) und (?) einer Kreis- 
flache so anordnen lassen, dasz sie ein Netz von unendlich kleinen 
Quadraten bilden, ist notwendig und hinreichend, dasz die Fundamental- 
grdssen (flflf) die Bedingungen 

(W = o , a 5 (t) ■ {(0AT + ») - /3 s (?) = 0 

erf iillen. 

Hier bedeutet « eine von Null verschiedene Funktion von t allein 
und /3 eine von Null verschiedene Funktion von r allein. 

Satz 8 : Dafur, dasz sich die Parameterlinien (t) und (?) einer 
Kreisflache zu einem Isothermennetze anordnen lassen, in dem (t) bzw. 
(?) von Kurve zu Kurve um dieselbe unendlich kleine Grosze uiachsen, 
ist notwendig und hinreichend, dasz die zugehorigen Fundamental 
grdssen (Qflf) die Bedingungen 

( W = 0 , (W + ** = 1 

oder 

H = 1 

erfullen. 

Satz 9 : Wird eine reelle Kreisflache Punkt fur Punkt, aber nicht 
konform, auf eine andere reelle Kreisflache abgebildet, so gibt es ein 
und nur ein Orthogonalsystem auf der einen Kreisflache, dem auf der 
andererr Kreisflache wieder ein Orthogonalsystem entspricht, und diese 
beiden Orthogonalsysteme sind reell. 

Da werden jene Orthogonalsysteme durch die Differentialgleichung 
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dr 

(OAT + * 

( W + * 

— dtdr 

(OA) 

(W 

df 

1 

1 


zwischen t und r definiert. 

Satz 10: Aus den Minimallinien 

{(Oft,)* + P) df + 2 (9 A) dtdT + dr = 0 

jolgt 

({(OAT + ^ : > dt + {(9 A) + i D} dr = 0 , 

\{(9AT + *} dt + {(0A) - i D} dr = 0 , 

wo 

i — •/ -T, D = <1 . 

(Y) Wenn die Kriimmungslinien parametrig siijd, so sind die 
OccHiPiNTischen Linien c,) 

i df - V(0A) D a dr = 0 , 

t 

falls unsere Flache eine Kreisfliiche ist, wo D y zweite Fundamental- 
grdszen im Sinne der gewOhnlichen Differentialgeometrie bedeuten. 

(Z) Wenn man in einer Kreisflache 
( 1 ) ds 2 = cos® a -df + dr® , 

die auf einer Drehflache abwickelbar ist <2) , so folgt 
(2) (0,0,) = cos® o , (0A) = 0 . 

Aus (1) kann man die folgenden Satze herleiten. 

Satz 1 : Die Gleichungen von Minimallinien sind 
cos* o -df + dr* = o . 

(1) COCHIPINTI, R. : Sur une double systeme de Lignes d'une surface, L’Enseigne 
ment mathematiques, 16 ann6, No, I, (Janvier, 1914). 

(2) SANNIA, G. : Congruenze rettilinec che possono deforxnarsi conservando il para* 
metro medio, Giornale di matematiche di Battaglini per il progresso degli studi 
nelle university italiane, [(2) 15] 46, p. 299. 
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Satz 2 : Die Parameterlinien (t) und (j) sind aufeinander sen- 
krecht. 

Satz 3: Wenn die Kurven const, einem Isothermensystem 
angehoren, ist die Differentialgleichungder Orthogonaltrajektorien dieser 
Kurven: 



d t 


cos a 


d(f 


3f 


dr = 0. 


Satz 4: Ist die geoddtische Kriimmung der Kurve ~—0 Null 
gleich, so ist 

(3/3r • cos 2 <r)t_ 0 = 0. 

Satz 5 : Bezeichnet man mit 0 und 0, die Windel zweier Kurven, 
C bzw. C' mit der Knrve ~ , so ist 

fsin 0 = 0r/3a , cos 0 = 3//3a , 

(sin 0 t = 3r/3,9 , cos 0j — cos • 3//3/ 3 , 


deren « und ft in Bianchis Buch m stehen. 


u. s. w.. 


( 2 ) 


Im folgenden mochten wir 
(a) y] = cos a • ? + sin a • f ' 

untersuchen c *\ wo rj und c die Kugeln in R., a ein fester Winkel ist. 
(A) . Die Kugeln 

co? [* — 1 » 2, 3] 

lassen sich dutch die Beziehungen darstellen : 

( 1 ) co? = col) + CO^CO V I = ^3 

(1) Vgl. z. B. LUKAT, M.: Bianchis Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, Liep- 
zig und Berlin, (1910), S. 215. 

(2) THOMSEN, G.: Ober konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ., IV Bd. (1926), S. 132. 
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Oder 

( 2 ) (oS = coty + co^ (cos «>a • c>? + sin «/-* ’ co?0 
wo t0 * skalare Grdszen sind. 

Der Schnitt von drei Kugeln (2) bezeichnet zwei Punkte in R 3 . 
(B) Wir betrachten 

! co? — coo + co? cos a — cs)£ sin « , 

- 

ci)£ = (s)fl + co? sin a + ( s)? cos « , 

wo co c , <0 c , co a Kreise in R s , « Konstonte ist. 

Da 

( 2 ) co? _j_ ( 2 )f , co? .]_ (o? 

gelten. 

Die Gesamtheit aller mdglichen Transform at ionen ( 1 ) bildet eine 
Gruppe, d. h. wenn man die co ? einer gleichartigen Transformation 

(co? co® + o>? cos ,3 - co? sin /3 , 

( 3 ) ] . 

tea)? = (2)0 + CO? Sin /3 + C 2 )? cos /3 , C o? _L c»)? , 

unterwirft, so ergibt sich aach zwischen co? und «>? ein Gleichungs 
system derselben Form 

! co? = end + co? cos « — cs)? sin « , 

= ... = _ 

(s) ? = cs)0 + co? sin a + ( *>? cos a , 

wobei zwischen den w o » co® » co® , a , ^ , a bekannte und leicht her- 
zuleitende Beziehungen bestehen. 

Zu dieser Transformation gehdrt auch die Jdentische “ 

( 5 ) Cl)? — CO? > C 2 )? — Cs)? » 

und zu jeder Transformotion (1) gibt es eine und eine „inverse“ 
Transformation 


, v (cd? = 0)0 + CO? COS a + o? sm « , 

(6) ] _ 

(c*>? — C2)0' — co? COS a + CD? COS « , 

die gleichfalls der Gruppe angehOrt. 
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Aus einer Bewegung in der Kreisebene werden co £ . c«£ durch 
eine Substitution (1) dargestellt. 

Dabei verstehen wir unter den co £ , (2) c die Ursprungskreise und 
unter die entsprechenden Kreise. 

(C) Wir betrachten 
( 1 ) S = a + , 

wo 5 , f] Kreise in R, , A ein Parameter ist. 

E in (1) bezeichnet einen Kreisbuschel, wo a ein fester Kreis in 
R s ist 

Nun setzen wir 

( 2 ) cos « • f + sin <)■ • c' , 

so folgt aus (1) und (2) 

( 3 ) j = a + A {cos a • £ + sin « • £'} , 
daraus ergibt sich 

( 4 ) dll do = A (cos « • £' + sin « • £"} , 

wo « ein fester Winkel ist. Da o in Thomsens Arbeit 05 gilt. 


( 3 ) 


Im folgenden mochten wir 
( a ) cos 2 9 = 
untersuchen <1!) . 

(A) Wir betrachten 1) (t), so erhalten wir cos 2 9 (t), wo t ein 
Parameter ist. 

Zu Maximum-oder Minimumwerte von cos 2 9 (t) setzen wir 
d/dt cos 2 9 (t) = 0 , 


(1) THO MSEN , G.: fiber konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ., Bd. IV (1925), S. 130. 

(2) NAKAZIMA, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Journ. 34 (1931), S. 196. 
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so folgt 

2 cos <p sin <p • <p' = 0 

oder 

sin 2<p(t) ■ difldt — 0 

d. h. 

( 1 ) <p — const Oder sin 2 <p — 0 . 

(1) ist unsere Bedingung. 

Aus (1) folgt 

(2) const. Oder T‘V«(f) p,(t) p„(t) = 0 

Ist 

d/dt • cos \rfp ( t ) = d/dt • cos ( t ) 
in zwei Systemen von o® , C o® ; ( 2 ^ , < 2 )H' , so entsteht 

to />.(<) ^ ( t ) {(ci)A° 5 - coT^) «,/>.(*) c »> P (0) 

(3) ] 

( = c»T » W (t) (»/> (/) {((®A^- c „T^) <«/>.(*) c aP ( f )) • 

% 

(B) Halten wir St und $ fest und verandem i) , so folgt 

(1) cos* f (t) = T' 1 ’ p a (t) Pi (t) , 

wo p und <p Funktionen eines Parameters t und T" 1 Konstanten sind. 
Halten wir t) und St fest und verandem ® , so folgt 

(2) cos 8 <p (t) = T* 11 (t) p t pf , 
wo T* 1 * Konstanten sind. 

(C) Wir betrachten 

(1) (T a| * — PA**) p t pi = 0 , 

wo cos 8 <p = tf in (a) ist. 

Setzen wir 

( 2 ) p. = Cip ti | cl |4= 0 

in (1), wo Pj=(Tji — tfAji) rL(T mn - tfA “")jo n , so transformiert sich 
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( 3 ) (T J - £*A <J ) PiPj = 0 
in 

(0 = (T 1J - k'A”) c\ (T ji— k-A ;,) r‘,n (T“" - k l A’"”) ~ Pt P „ 

(4) ] 

( = c i rL T mn - k 2 A mn ) Pt p n = (T ,n - k? A" 1 ) p t p n 

wo 

(5) c)r i=«*=] 1 a i} a 3 -o,. 

(D) Im folgenden mochten wir die Kreisgeometrie in R 2 unter- 
suchen, die wir mit der ahnlichen Methode wie in meiner Arbeit 05 
behandeln kdnnen. 

Betrachten wir zwei Sehnen p und p in R, derart, dasz alle durch 
die gehenden Kreise den gleichen Winkel miteinander bilden. 

1st (1) 1) — p a f* ein durch p normierter Kreis mit 

( 2 ) W = P.P* V = 1 

so muss 

( 3 ) cos- <p = p t p» T“ : ' 

sein, wo <p den Winkel zwischen (1) und Sehne p bedeutet. 

Das ist dann mdglich, wenn 

( 4 ) T* 5 prop. A 1 " , T v prop. A * . 

Aus T« = T) ergibt sich dann, dasz die beiden Winkel einander 
gleich sind. 

Vergleiche das Zeichen mit meiner Arbeit 05 

(E) Wir betrachten zwei Kugelbiischel £* und i) ;1 [«, ^=1, II] in 
Rj, so ist der Winkel « zwischen 

SV( + s'Vn und pVi + p% : 

(1) NAKAZIMA, S. : Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol 2, S. 18. 

(2) NAKAZIMA, S,: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Journ., Vol. 2, S. 18. 
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COS « = (jVi + l U p n , tfpi + 1)%) 

= (jV) + {(?V) + feY )> W>n + (ff) fin 

1 — pi + {cos <P + COS <f>) Ptpn + fix 

— fi + 2 {cos 2 \ - sin* |) pipn + ph 
= fi + 4 COS (1 - v) cos (I + I) Pxpn + fill , 

A A 

wenn <p = 0 , wo f = sY 1 , 0 = S n Y . 

Liegen die Schnittpunkte von 

( 1 ) l X pi + s’Vn und ( 2 ) t)Vi + ty’Vn 
fiir alle /» immer auf einer Gerade g, so wird der Winkel 0 gegeben 
durch 

cos ! 0 = • 

Gleichfalls gilt 

cos* 0 = T* V«,°» . 

wo 0 der Winkel zwischen g und (2) ist. 

t 

(F) Betrachten wir drei Kreise Si , $ und .fi in R 3 . 

Ist 

( 1 ) 11 = 

eine durch Si normierte Kugel mit 
( 2 ) \)i) = p„p f A 8 ’ = 1 , 

so muss 

(cos* <p = pop* T #!l 

(3) ] _ 

(cos* <P = p,Pt T 01 ' 

sein, wo <p der Winkel zwischen i) und $ , f der zwischen und $ ist. 
Wenn <p = £ — gilt, so folgt 

(4) PaP , T» = (A.‘>-T*>)P>P>- 

Besteht (4) fur jeden Wert von p , so bekommea wir 
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(5) 

Oder 

( 6 ) 4- T* p == A** , 

(G) Wir betrachten zwei Punkte P und P in R s , die jede Gerade 
hindurch gehen. Sie sind in der folgenden Form bezeichnenbar : 

cos <p = T*' 1 p„p} , 

wo <p der Winkel zwischen p und p ist. 

Hier bedeutet p eine beliebige durch p gehende Gerade und p 
eine feste durch p hindurch gehende Gerade. 

Es ist mit dem Zeichen hier wie mit dem in meiner Arbeit' 15 . 


(H) Wir betrachten 
( 1 ) COS* <P = {T >«/>„} : {A‘ ? pap}) . 


Gilt (1) fur alle Werte von p it so ergibt sich 


( 2 ) 


r cos ^= +_2 T n piP t + T K />! 
1 f A>; + 2 A n PlPi + A*V5 


T" + 2 V- k + TO 
A" + 2 A 1 * k + TO 


•(* 


fiir alle Werte von p t , daraus ist A herzuleiten: 



(3) 


COS ip = 


-pll 

u r 


'JM2 


/p22 


A" A** 


( I ) Wir ordnen nun der binaren quadratischen Form 

( 1 ) cos* <p — T u fi + 2 T n p lPl + T**/>! 

denjenigen Punkt zu, dessen homogene Koordinaten T 11 : T 12 : T** sind. 
Es entspricht dann jeder Form ein bestimmter Punkt. 

Durch 


f Pi = a Pt + Ppt, 
t Pt— r Pt + 3 Pt 


(lj NAKAZIMA, S. : DiSerentialgeometrie der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Journ., Vol. 34 (1934), S. 196. 
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geht die Form (1) in die Form 

( 3 ) cos’ <p • S = cos* ? a V'p'i + 2 V*pip„ + Vyi 
iiber, wo 

! f 11 = T n «* + 2 T' 8 ay + T 8J r* , 

T 18 = T M «;3 + T 12 (ad + p y) + T 88 yd , 

T“ = T n i? + 2 T 18 ftd + V* d* 
ist. 

Es wird demnach durch die Transformation S jedem Punktc (T lf , 
T 18 , T 82 ) ein bestimmter Punkt (T", T' 8 , T 22 ) zugeordnet. 

Wenn 

( 5 ) « = P , 7 = d 

gilt, so folgt 

T n = T" « 8 + 2 T 18 ay + T“ f , 
f 12 _ T n a * + 2 ay + T 88 f , 

f 88 = T n « 8 + 2 T' 8 ay + T- 2 f , 
daraus ergibt sich 

( 7 ) T n = T 18 = T 88 , 

Oder 

(8) cos 8 ? = T "(Pi + 'pJ. 

( J ) Wir betrachten 
(1) (T“ 1 ' - k* A“ ? ) p a p t - 0 

und 

(2) (T* 8 — /? A*") p,pf = 0 

in (C) ; es wird verlangt, die Bedingung dafur aufzustellen, dasz sich 
die beiden Elementenpaare harmonisch trennen. 

Die gesuchte Bedingung fur sich harmonisch tretmende Elementen- 
paare ist: 
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r(T“ - ^a") (t 12 - m - 3 (t 12 - m (t** - m 

(3) \ 

l + (T 82 - tfA 82 ) (T” - Ir A 11 ) = 0 . 

Liegt zu jedem der drei gegebenen Elementenpaare 

(4) (T** 1 — A* A* 1 *) p a pt = 0 , 

(5) (T‘ 9 - 3? A‘ 9 ) />«/>,= 0, 

(6) Or 9 - PA"*)/>.ft = 0 
harmonisch ein solches 

(7) B* 9 = 0 , 

so folgt aus (4), (7); (5), (7); (6), (7): 

! (T” - tfA n ) B 88 - 2 (T 1! - k 2 A u ) B 18 + (T 82 - krA* 2 ) B" = 0 , 
(T 81 - k 2 A u ) B 88 - 2 (T M - Jr A 18 ) B’ 8 + (V 2 -tfA n ) B M = 0 , 
(T» - 1*A M ) B 88 - 2 (T 12 - k'A n ) B 12 + (T“- j?A“) B" = 0 , 
daraus ergibt sich 

T 11 - k 2 A' V 2 - k*A n V 8 - £ 8 A 82 

T" - ^A" T 12 -l 8 A 18 T 8 - ^A 88 = 0 

T" - ^A" T 18 - f^A n T 88 - £ 2 A 22 

als die gesuchte, notwendige und hinreichende Bedingung. 

( 4 ) 

« 

Im folgenden mfichten wir einige Bemerkungen uber Hyper- 
boloidscharen machen (0 . 

(A) Wir betrachten zwei Geraden p und q. Es gelten 
(1) (M>) = 0, 

(2) (qq) — 0 , 


(1) NAKAZIMA, S.: Differentialgeometrie der Hyperboloidscharen, Zyklidenscharen 
und Kurvenpaaren, Tohoku Math. Journ. Vol. 31 (1929), S. 227, 
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( 3 ) (pq) = 0 , 
wo p und q einander schneiden. 

Aus (3) folgt 

dp • q + p • dq = 0 . 

Nun kann man setzen 

dp' q = konst. ( = k ) , 
denn wenn wir setzen 

p = p\>, q = r’q, 

so folgt: 

(dp • q = {p • dp + dp • p) O' 1 q) 

( = dp - q + dp • - Vq . 

Damit 

dp • q + dp- p~ l = konst. (= k) 
ist, so musz‘sein: 

dp/p = k — dp • q i. e. p = exp. (— dp -q). 

Aus 

dp • q = k , 

folgt 

<fp - q + dp • da = 0 . 

Betrachten wir nun drei quadratische Differentialformen 

! dp • dq = G y au'du 1 , 

(dpf = g tj du'du 1 , 

(dq)* = gtj du*du 1 , 

wobei dp, dq zwei gegebene Fortschreitungsrichtungen bedeuten. 
Ihre absolute Invariante ist 
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^ g j j (Gy dr? du * / 

(gij du 1 2 3 du J ) (gij du l du J ) 

wenn G y = 0, dann 1 = 0, wenn g,j = 0 oder g u ~- 0 , dann muss 
G a s 0 sein. 

( 5 ) sind bei der Transformation der Parameter invariant. Weiter 
kann man untersuchen wie in meiner Arbeit 05 . 

(B) Wir betrachten Grunwalds Arbeit 05 ; man kann untersuchen 
wie oben. 

(C) Unsre Kugelgeometrie ist auf die Korrelation anwendbar 05 . 


( 5 ) 

Im folgenden behandeln 05 wir die Inversionsgeometrie, d. h. die 
(a) i)=2(j£)£-s. 

(A) Aus (a) folgt 


(1) 

(!) + 3} : 2 = (3 £) £ 

oder 


(2) 

s = (5 f) f . 

wo 


( 3 ) 

(t) + 3} : 2 a s 

gesetzt ist. 



Aus ( 2 ) kann man wissen, dasz die Mittelkugel j von t) und 3 
mit (3 £) £ gegeben wird. 

Wir wollen j die inverse mittelkugel von 3 in bezug auf £ (kurzl. 
M. I. K. von 3 inbezug auf £) nennen. wo 3 , £ , 1) und 5 die Kugeln 
in R„ sind. 


(1) Vgl, NAKAZIMA, a. a. O., S. 192. 

(2) GrOnWALD, J. : Ein Abbildungsprinzip, welches die ebene Geometrie und Kine- 
matik mit der rSumlichen Geometrie verkniipft. Sitzungsberichten der kaiserl. 
Akademie der Wissenschaften in Wien. Mathem.-naturw. Klasse; Bd. CXX. Abt. 
II a. Mai 1911, S. 1. 

(3) MATUMURA. S.: Mathematical statistics, Tokyo, (1937). 
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1 st 3 eine inverse Kugel, so folgt aus ( 1 ) 

( 4 ) 8 = (a*)*. 

wo 

( 5 ) j: s: 3 

in (1) gilt. 

Aus ( 4 ) kann man herleiten den folgenden 
Satz : 1 st 3 eine inverse Kugel, so ist 3 nicht anders als M. I. K. 
von 3 inbezug auj c . 

Wenn 

( 6 ) 9 2= - 3, 

so folgt aus (a) 

( 7 ) ( 5 f)f = 0 . 

In diesem Falle wird M. I. K. 1 von 3 inbezug auf £ mit 

5-0 

gegeben. 

Ist ein Punkt anstatt der Kugel, so ist 

t 

(8) {ij + 3} : 2 
ein Punkt. 

In diesem Falle nennen wir ( 7 ) M. I. P. von 3 inbezug auf £ . 
Liegt M. I. P. von 3 inbezug auf £ auf £ , so folgt 

( 9 ) (3 £) = 0 , 

daraus kann man wissen, dasz der Punkt 5 auf der Kugel £ liegt. 

Ist b + 3/2 ein fester Punkt, so folgt aus ( 1 ) 

(di/dt'$)S = 0 , 

wo 3 eine Funktion eines Parameters t und £ eine feste Kugel bedeutet. 
(B) Wir betrachten 

( 1 ) \) = l/n: (<oS 4 - + - + c-oS) 


wo ») und 
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[i = 1, 2, n] 

Kugeln in R„ sind. 

Aus (1) folgt 


( 2 ) 

(coX ~ ty) + ((«? — ty) + ••• 

O 

II 

S' 

l 

+ 

Wenn 



(3) 

coS — 2 (tj cof)t<>f + *) 

[i = 1, 2 , ..., ri] 

gilt 05 , so folgt 

aus (2) und (3) 


(4) 

(tyci)£)ci)£ + (fe)f) (2)f + • 

•• + (t) = 0 

oder 



(5) 

(ty(l)£) (ci^Cl)f) + (tyc*)£)fol)£(*>) + •** + (^Cn)^) (cn£(»)0 — 0 

Gilt 



( 6 ) 

(8>f J - CD? » (3)^ J- Cl)? » * * 

' • 9 c«>£ -L (o'* » 

so folgt aus (5) 


(7) 

0) (of) = o , 


Gleichfalls gelten 


(8) 

CO 

csf 

II 

o 

II 

w 

•• , w] 

d. h. bestehen 



(9) 

0) cof) ~ 0 [i — 1, 2, . 


daher kann man sagen, dasz in unserm 

Falle 9 senkrecht sind auf 

(10) 

c<>£ [< — 1, 2 , ... , m] . 


Aus (4) folgt 


(ID 

S (ty • tof) (X • cof) — 0 , 


so sieht man, 

dasz 


(12) 

COS«$COS w <p = 0 



1) THOMSEN, G.: fiber konforme Geometrie II, Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamb. Univ., IV Bd., R. 122. 
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gilt, wo c< )0 der Winkel zwischen und «>£ , a/p der zwischen s und 
cof ist. Da e die Kugel in R„ ist. 

Man kann ( 4 ) in der Form schreiben : 

(13) S (M. I. K. von l) inbezug auf «>£) = 0 . 

(C) Nehmen wir einen Punkt anstatt I.M.P. von s, die die Strecke 
zwischen zwei Punkten 5 unn t) teilt, so kann man untersuchen wie oben. 

Von I. M. K. von s gilt das gleiche. 

(D) Aus 

t) = 2( 5 £)£-5. 

und 

5 = 2(5?)I-I 

folgt 

fo 5) : (5 8) = 1 • 


( 6 ) 

Im folgenden mOchten wir einige Bemerkungen fiber die Geometrie 
der Kreise und Kugeln machen. 

(A) Betrachten wir 

(1) S -<*-•?} </l + 2 «($*)>, 

so folgt 

(2) (SS) = 1 , 

( 3 ) ( S c) = {1 - e (?,)} /i+2 7m = 1 

und 

( 4 ) to) = m - t/i+t im =i; 

daraus sieht man, dasz s in (1) eine Kugel in R„ bezeichnet und zwei 
Kugeln $ und 9 in R„ bertihrt, wo e 2 — 0, (?c) = 1, (77) = 1 sind. 
Wenn die Kugel i) auf s senkrecht ist, so folgt aus (1) 

(5) 

Oder > 
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(6) (**)=- l/2« , 

so sieht man, dasz 

( 7 ) cos 0, = s cos 0 2 

Oder 

(8) cos 0 3 = — 1/2 e 

gilt, wo 0j der Winkel zwischen £ und y , 0 2 der zwischen q und i) , 
0 3 der zwischen ? und q ist. 

(B) 

( 1 ) a + h 

bezeichnet die Kreisscharen auf eirier festen Kugel a in R„ , wo i eine 
veranderliche Kugeln in R« und A ein Parameter ist. 

( 2 ) a + Aj + /A) 

bedeutet zwei Kurven auf einer festen Kugel a in R„ , wo i und 1) 
zwei Kugeln in R„ , A und n zwei Parameter sind. 

Ist die Kugel ij auf a und j senkrecht, so folgt aus (1) 

( 3 ) (aij) + A ($) = 0 , 
so wird aus ( 1 ) 

(4) a — (aty) / (jc^) • j . 

(4) bezeichnet die Kreisscharen auf a , die auf senkrecht sind. 

Weiter kann man bezuglich (2) untersuchen wieoben. Gehtdie 
Ebene des Kreises (jc, o} zu dem Zetrium einer festen Kugel a in R„ , 
so bezeichnet ( 1 ) einen Grdszkreis auf a . 

Von (2) gilt das gleiche. 

(C) Wir betrachten 

(1) x = c - ($q)q - q + (fcj)£ 

Oder 

<! + (**>, 


so folgt 
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(2) m = o, 

( 3 ) (k) = 0 

und 

( 4 ) (SS) = 0 , 

wo ? und 57 zwei Kreise in R 5 sind. Da gilt (£y ) 2 = 1 . 

Aus (2), (3) und ( 4 ) sieht man, dasz s der Beriihrungspunkt 
zweier Kreise c und y ist. 

Von 

£ = (c + y) {1 - (?V)) 
gilt das gleiche, d. h. es gelten 

(U) = 0 , (£c) = 0 , (m) = 0 . 

(D) Im folgenden mochten wir uns mit einer Flache F in R„ 
beschaftigen, die mit r Kreisen 

•d) oof [«=UI, P=l,2,...,r] 

bestimmt wird, wo f die Kugeln in R„ bedeuten. 

Wir kdnnen durch eine neue Flache F* 

( 2 ) t ?o£ = C n oof 

i>-i 

als Linearkombinationen der oof mit Koeffizienten einfiihren und 

* 

dann ebensogut durch die (rt f unsere Flache F* darstellen. 

Ein Ausdruck 

( 3 ) c jof » oof > oof* ■ v [ a “ 1’ II] 

I... 

11 

bezeichnet « Flachen von F. 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit 05 . 

Betrachten wir 

(4) CP)?.- [«=I, II, m, p=l, 2 r] 

anstatt ( 1 ), so kann man untersuchen wie oben. 


(1) NAKAZIMA, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tdhoku Math. 
Journ. Vol. 34 (1931), S. 198. 
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(4) bezeichnet eine Flache, die durch n Geraden bestimmt wird. 
(E) Wir betrachten drei Kugeln 
( 1 ) co5 • [* = 1» 2, 3] 
in Rj, , die die Schhittpunkte u, b dreier Kugeln 
( 2 ) coS U = 1, 2, 3] 
in R s hindurchgehen ; man kann setzen 

! P 0)5 = a n o>5 + On ( S >5 + ( 3 )t; , 

P cs)S = o>5 d" Cjj oK + <7 2 3 cs)S , 

P C3)S " ®ll 0)5 "f" ^32 (2)5 ^33 (3)5 » 

wo skalare Groszen, p einen Proportionalitatsfaktor bedeutet. 

Aus (3) folgt 

! (a n -p) cog + flat oS + «n(3)K = 0 , 

<*210)5 + («22 - p) (2)5 + «23(3)S = 0 , 

O 3 I c»5 + <*32 C2)S *i" (O 33 ~ p) (3)5 — 0 > 

daraus ergibt sich 

@n — p @13 

( 5 ) #21 @22 P @23 == 0 . 

#31 #tf> #33 P 

Wenn a tj gegeben sind, so ergibt sich aus (5) p. 

Die Gleichung 

#11 ~ P @12 @13 

(6) A (p) = a si - p a i% 

<*3 1 0)2 #33 p 

ist gegenuber Transformationen der Form 

( ^ ) <05 == S Prt (')b 


invariant 
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Wenn 

! a„ o)E + flis(2)S + flia(s)S = I 1 {#»cd?. + #21 c«E + #31 cs>S) > 

#21 CoS "t #22 (2) J "t" #23 (3)5 /* {#12 (1)5 "t - #22 (2)5 "t” #32 (8)5) > 

#31 (1)5 "t" #82 (2)5 #33 (3)S = (#13 (1)5 #23 (2)5 #38 (3)5^ 


gilt, kommt folglich zustande 


(9) 


#n - /«„ 


#21 /-*#12 


#31 - W* 


#12 /^#21 ’ 

#22 /*#22 

#32 ““ /^23 


#13 - W» 


#23 /*#32 

#33 /^33 


-0. 


Wenn c y gegeben sind, so kann man aus (9) n finden. 


( 7 ) 

Im folgenden mOchten wir w Punkte in R 3 untersuchen. 

Wir bezeichnen n Punkte in R s mit 

(X) t [« = i,n, 

Wir kOnnen n neue Punkte 

(2) f = ±cU f [a = 1,11, ...,»] 

i>-i 

als Linearkombinationen der j’ einfuhren mit Koeffizienten cl , deren 

* * 

Determinante |c?|=4=0 sein muss, wenn jc, y , ... und y n nicht pro- 

* 

portional werden sollen, und dann ebensogut durch die y* unsem Punkt 
darstellen. 

Soli ein Ausdruck in den 

( 3 ) s°, b‘, 8*. — u. S. w., [a = I, II, ... , n ] , 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Punkten festlegen, nur von der 
geometrischen Figur der Punkte anhangen, nicht aber von den sie 
festlegeden Punkten, so muss er unverandert bleiben bei Substitu- 
tionen der Art (2). 

Wir wollen (2) die Biischeltransformationen des Punkt es p nennen. 
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Bilden wir das System der Skalarprodukte 

(4) (sY) = A*' 1 , 

so haben wir in A e|1 ein Gritesensystem, das sich nach (2) in folgender 
Weise substituiert : 

(5) A“‘ = c5c8A Ta CA*» = (??)]. 

Hier laufen alle Indizes von I bis n, und es ist iiber n vorkom- 
mende Indizes auf der rechten Seite zu summieren. 

Hier wie im folgenden oft wollen wir die Summenzeichen weg- 
lassen. 

Fur das Verhalten der Grdssen gegeniiber den linearen Biischel- 
transformationen (2) wollen wir die ublichen Bezeichnungen der Ten- 
sorrechnung einfiihren. 

Bei Gruppen linearer Transformationen bilden bekanntlich die 
Grossen und Grossensysteme von gewissen leicht iibersehbaren Trans- 
formationseigenschaften, die Vektoren und Tensoren das naturgemasse 
Durchgangsstadium zur Bildung von Invarianten. 

Ein System von n zusam mengehdr igen Grdssen X 1 , X u , X N bildet 

einen kontravarianten Vektor X 1 , wenn bei einer Biischeltransforma- 

* 

tion aus den X* neue Grossen X 1 hervorgehen, die mit den X“ durch 
die Substitutionsformeln 

( 6 ) X« = c? X ? [a, (3 = I, II] 

zusammenhangen. 

n Grdssen Y« bezeichnen wir als einen kovarianten Vektor, wenn 
sie sich nach 

(7) Y. = c£ Y* 

transformieren, wo jetzt im Gegensatz zu (6) rechts die Y*, links die 
Y stehen. 

Die Y« transformieren sich also entgegengesetzt, „k ontragredient “ 
in die X‘. 

Bei kovarianten Vektoren schreiben wir die Indizes unten, bei 
kontravarianten oben. 
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Wenn 5 als ein geometrisch fest bestimmter Punkt von den Biischel- 
transformationen nicht abhangt, so muss er in beiden Darstellungen 
dieselben Koordinaten haben, also 

( 8 ) 5 = p.tf = Paf • 

* 

Setzt man jc‘ aus (2) ein, so erhalt man 
( 9 ) pa = C S pt, 

die pa bilden also einen kovarianten Vektor. 

Wir haben schon die Bezeichnung Vektor gekannt. 

Dort bezog sie sich auf die Gruppen der orthogonalen Substitu- 
tionen im Raum und die aus ihnen resultierenden MdBiusschen und 
LAGUERREschen Transformationen. 

Jene Vektoren sind nicht mit den hier definierten zu verwechseln. 
Der Begriff Vektor hat nur eine .Bedeutung in Bezug auf eine 
bestimmte Gruppe linearer Transformationen, deshalb wollen wir die 
soeberi definierten Vektoren auch als Buschelvektoren bezeichnen. 
Man nennt die Vektoren auch Tensoren erster Stufe. 

Als 'einen kontravarianten Tensor zweiter Stufe bezeichnen wir 
ein System von 4 = 2 2 (allgemein w 2 ) Grdssen, das sich transformiert 
wie die A” 1 * in (5). 

Als einen kovarianten Tensor zweiter Stufe bezeichnen wir ein 
GrOssensystem 2 af , fur das die Formeln 

(10) Z nf = clctZ& 

gelten, das sich also „umgekehrt“ wie das System A" 1 * substituiert, 
was wieder in der Schreibweise der unteren Indizes zum Ausdruck 
kommt. 

Analog lassen sich Tensoren hQherer Stufen mit mehr als zwei 
Indizes definieren. 

Fur einen kontravarianten Tensor n-ter Stufe W*i a 2- e « gilt 

(11) = c%\ c*« ... 

und fur einen kovarianten V«, gilt aber 

1 n 
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(12) 


— r t» l r t« 

t «. 0 


5-V, 


<*«* 


Die Zweckmassigkeit der Einfiihrung der GrOssen mit den Trans- 
formationseigenschaften der Tensoren, sowie die der verwandten 
Schreibweise beruht nun darauf, dass von den Tensoren zur Bildung 
von Invarianten nur ein miiheloser Schritt ist. 

Es gilt namlich der Satz: Multiplizieren wir einen kontravarianten 
Tensor mit einem kovarianten von gleicher Stufenzahl und lassen 
jeden oberen Index mit je einem unteren zusammenfallen und sum- 
mieren iiber all Paare, so entsteht eine Invariante. z. B. gilt : 

(13) Zap X* Y 11 = Zaj X* Y“ 

wo Za f ein kovarianter Tensor zweiter Stufe ist und X°, Y“ kontra- 
variante Vektoren sind. 

Das Produkt X® Y ? ist als kontravarianter Tensor zweiter Stufe 
aufzufassen, denn fur das Produkt gilt die Transformationsformel (5). 

Die Richtigkeit der Gleichung (13) folgt unmitelbar, wenn wir 

* * 

Z J? nach (10) unn X* sowie analog Y® nach (6) durch die rechten 
Seiten dieser Gleichungen ersetzen. Ganz ebensogut beweist man den 
Satz fur Tensoren beliebiger Stufe. 

Um zu unserer Geometrie der Punkte zuruckzukommen, bemerken 
wir, dass fur den unserm Punkt p gehorigen Tensor A a: ’ nach (4) die 
Symmetriebedingung 

(14) = 

gilt und dass sich ferner die Determ inante 

(15) A = | 

nach 

(16) A* = | c? |* • A 
substituiert. 

Wollen wir nun einen eigentlichen reellen Punkt haben, so miissen 
wir die Determinante 


(17) A > 0 
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voraussetzen, eine Bedingung, die nach (16) invariant ist. 

Nun wollen wir neben dem Grbssensystem A ein anderes, 
gleichfalls symmetrisches A#? einfiihren, das wir mit unteren Indizes 
anschreiben : 

(18) A«A„-«= jj ? *+/’, 

wobei 

ulul ylyll uIm?) 

ft ft 9 ft ft 9 > « « 

yITyl yllyll 

ft ft > ft ft > '•* J ft ft 

(19) A = 


! sY, n n . •> rr I 

sich aus den A* 1 11 bestimmt. 

Es gilt dann 

‘,20, = 

* 

und femer 

(21) | A a ' A« ? = 1 . 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit 05 . 

( 8 ) ’ 

bezeichnet eine Figur (F), die aus p Geraden und q Kreisen 
in R„ besteht, wo j die Kugel in R a bezeichnet. 

Da a = 3p + 2q ist. 

Wir kdnnen eine neue (F) 

(1) = [« = i, n, ...,(3^ + 2ff)3 

(l-I 

als Linearkombinationen der s® einfiihren mit Koeflizienten cj , deren 


(1) NAKAZIMA, S. : Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Journ. Vol. 34 (1931), S. 197. 
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Determinante | c? | =J= 0 sein muss, wenn j 1 , j n , ... und nicht 

proportional werden sollen, und kdnnen danri ebensogut durch die £® 
unsere (F) darstellen. 

Soil ein Ausdruck in 

(2) f, »)®, 5®, ... u. s. w. [a = I, II , (Zp + 2q )] , 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von (F) festlegen, nur von der 
geometrischen Figur der (F) abhangen, nicht aber von den sie fest- 
lengenden Kugeln, so muss er ubveriindert bleiben bei Substitutionen 
von der Art (1). 

Dabei werden wir fur die verschiedenen (F) Substitutionen (1) 
mit verschiedenen Koeffizientensystemen c® haben. 

Wir wollen (1) auch die Buscheltransformationen der (F) nennen. 
Wir betrachten zunachst eine (F) $*. 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

( 3 ) (ff) = A®*, 

so haben wir in A® 15 ein Grossensystem, das sich in folgender Weise 
substituiert : 

(4) A” T del A” [A®»-(SY)]* 

Hier laufen alle Indizes von I bis 3p + 2q und es ist iiber 3p+2q 
Indizes auf der rechten Seite zu summieren. 

Wenn 5 als eine geometrisch fest bestimmte Kugel von den Buschel- 
transformationen nicht abhangt, so muss sie in beiden Darstellungen 
dieselben Koordinaten haben, also 

( 5 ) h = pat = M® . 

Setzt man jc® aus (1) ein, so erhalt man 
P . = cl pt 

die Pa bilden also einen kovarianten Vektor. 

Man erhalt: 

(6) A“' = A 1 ’®, A* = | Cj | 2 • A , A = | A* p | . 

Weiter betrachten wir zwei (F) und (F) , die durch die beiden 
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Kugelpaare y* und y A [«, A=I, II, ... (3p+2q)] dargestellt sind. 

Wir definieren (3) analog = (tf) mit = A“ x und setzen 
A = | A* 1 * ] > 0 voraus. 

Dann haben wir fiir (F) die Biischeltransformationen 
(7) = 

zu beriicksichtigen. Die in (7) sind aber von den c“ in (1) vollig 
unabhangige neue GrOssen. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

( 8 ) || s 1 , s" y l , y 11 , ?-*»| | sa 0 

ist, in der eine lineare Beziehung der Form 
(9) = 

besteht. 

Die Bedeutung von (9) ist aber die, dass es eine 

5 = f =■■ ** y x 

gibt. 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit a> . 


( 9 ) 

Im folgenden mdchten wir uns den Dreiecken im R 3 widmen. 
Wir betrachten drei Punkte 

(1) f [a — I, II, III] 

im Rj. (1) bezeichnet einen Dreieck in R„. 

Wir kOnnen einen neuen Dreieck 

III 

(2) 5‘ = Sc?5‘ [«=I, n, III] 

p-i 

als Linearkombinationen der r“ einfuhren mit Koeffizienten c% , deren 

^ jjc % 7 

Determinante | c J | =4= 0 sein muss, wenn y 1 , y 11 und y ra nicht propor- 


(1) NAKAZIMA, S.: Differentialgeometrie <jte r Hyperboloidscharen, Zyklidenscharen 

und Kurvenpaaren, Tohoku Math. Jourri. 31 (1929), S. 227. 
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tional werden sollen, und kOnnsn dann ebensogut durch die 5 * unsem 
Dreieck darstellen. 

Weiter kann man mit 
( 3 ) j®, S', 5*i - [« = I, II, III] 

die Dreiecke in R 3 bezeichnen. 

Wir werden zunachst einen Dreieck jc® betrachten. 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

(4) = A®’, 

so haben wir in A* 1 ’ ein GrOszensystem, das sich nach ( 2 ) in folgender 
Weise substitniert : 

(5) A® ? = c?c§A T5 [A®* = (sV)] • 

Hier laufen alle Indizes von I bis III und es ist iiber tripelt vor- 
kommende Indizes auf der rechten Seite zu summieren. 

Nach (4) kann man setzen 
( 6 ) A® f = A"* 

und nehmen an, dass sich ferner die Determinante 
( 7 ) A = | A®M 

nach 

( 8 ) A* = | cl |* • A 
substituiert. 

Wollen wir der Natur der Sache gemass einen eigentlichen rellen 
Dreieck haben, so miissen wir fur die Determinante 

(9 ) A > 0 

voraussetzen, eine Bedingung, die nach ( 8 ) invariant ist. 

Nun wollen wir neben dem Grdssensystem A #l * ein anderes, 
gleichfalls symmetrisches A»„ einfiihren, das wir mit unteren Indizes 
anschreiben : 
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! A„ = 1/A • (A ! *A S, -A*'\A 1 ’-), A u - 1 /A • (A W A B -A“A"), 
A„ = 1/A • (A u A 9 -A u A m ), A m = 1/A • (A»A 3 , -A 31 A 13 ), 
Ajg = 1/A • (A M A*— A B A M ), A 33 = 1/A • (A”A' : 2 -A 12 A !, ) t 

wobei sich 




s 1 s', 

s T 

t f l 


A” 

A“ 

A” 

(11) 

A= 

f s\ 

V II r II 

C <3 f 

f f' 

= 

A* 1 

A « 

A :1 



V 1II r l 
h c. > 

r in v n 
& h » 

S m X ni 


A* 1 

A 32 

A 31 


nach dem A*'' bestimmt. 

Es gilt dann 

(12) A«A„=jJ * 
und ferner 

(13) £A‘ f A. ? =l. 

Aus der Invarianz der linken Seite von (13) ersieht man, dass 
A a(t ein Jcovarianter Tensor ist. 

Man nennt ihn den zu A* 1 * reziproken Tensor. 

Da die Tensoren A 03 , A#,, eine wichtige Rolle spielen werden, 
wollen wir uns folgender Schreibweise bedienen. 

Haben wir einen kontravarianten Vektor X* definiert, so schreiben 
wir 

(14) X. fur A.„X f 

und nennen X« den zu X* gehdrigen kovarianten Vektor. 

In der Tat ist X, ein solcher, dann gilt es nach (2) und (5) 

(15) A'tX'^clclArtX^clAui*. 

Ebenso gehOrt zu Y« der zugehdrige kontravariante Vektor 

(16) Y* = A*»Y,. 

Uberhaupt werden wir uns bei Tensoren hdherer Stufe der Schreib- 
weise des Herauf-und Herunterziehens der Indizes mit Hilfe von A B> 
und A«n bedienen. 
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Also z. B. 

(17) Wf p = A“ T W T j 

und 

(18) W“ = A aT A {6 W T> . 

In (17) schreiben wir unter « einen Punkt, um anzudeuten, dass 
der erste Index heraufgezogen ist. 

Wahrend wir das GrOssensystem der Art (17), das teils obere, 
teils untere Indizes tragt, einfach nur als stenographische Abkiirzungen 
betrachten wollen, kdnnen wir fur solche der Art (18), bei denen alle 
Indizes herauf-resp. heruntergeholt sind, in Ubereinstimmung mit der 
bisherigen Schreibweise zeigen, dass sie wieder kontra-resp. kovariante 
Tensoren sind. 

Wir betrachten zwei Arten von Dreieck : 

(19) ;c* und jc x [a, A — I, II, III] . 

Wir definieren A* 1 ' analog 

(20) A X|1 = (sV) nait A^ = A' iX 

und setzen 

(21) A = | A* ? | > 0 , A = | A*'* | > 0 

voraus. Dann haben wir fur j 11 die Biischeltransformationen 

(22) S = c£f 
zu berucksichtigen. 

c* und c) sind voneinander vdllig unabhangige Grdszen. 

Wir setzen nun 

(23) S‘ X = ( S ‘S A ), 

dann ist S* A ein ,gemischter“ Tensor und transformiert sich nach 
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ist, dann gilt eine lineare Beziehung der Form 

(26) 

Die Bedeutung (26) sagt aus, dass es einen Dreieck 

(27) s = <t 4 

gibt, d. h. a a S‘ und voneinander abhangig sind. 

Fallen zwei Dreieicke 

(28) $ = <r» s* und /=<^xS x 
miteinander zusammen, so folgt 

(29) (<*,?, **S X ) = 0, 

d. h. 

(30) *.^(e‘?) = o, 

(31) <7, <7* S‘ A = 0 ; 
daraus ist herzuleiten cer folgende 

Satz : S‘ x bedeutet, dass zwei Dreiecke miteinander zusammen- 
f alien und dass alle <j» und <*>. verschieden sind. 

Gilt (25) nicht, so sind sechs Punkte voneinander linear unab- 
hangig. 

Diese werden aber alle durch die drei Tensoren 

(32) A M , A x \ S eX 
gegeben. 

Wenn drei Ecken j 1 , j n , j; 111 eines Dreickes auf einer Gerade liegen, 
so folgt 

(33) Q = af + p? + r f*, 

wo a, p und r irgendwelche „skalare u Zahlen sind. 

Schreiben wir einen Kreis i) in einen Dreieck $* um, so haben wir 

(34) E*l) — 0 


Weiter besteht 
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wenn 

(36) = 

in A x 1 5 11 j 111 gilt. Sind j* = 0 und S* 5 = 0 , so folgt ij ss 5 , wo 
tj , 5 die Kugeln und s* die Punkte in R 3 sind. 

1st £ ein Kreis und 

(37) s* [a = I, II, III] 
ein Dreieck, so ist 

(38) = 2 (5* $ ) f - f 

der zu in bezug auf den Kreis c inverse Dreieck. 

Wenn jede Ecke des A j 1 j n jc 111 auf jeder Kurven in R s liegt, so 
kann man setze/3 

(39) f = [« = I, II, III] . 

Da ist es klar, dass 

(40) (? f) 

invariant ist bei der Parametertransformation 

(41) t=f(t), 

d. h. 

(42) (SW(0) = (?(*)?(*))• 

Nun setzen wir 

(43) f^df/dt- B f ‘A„ T S T 

und nennen die $“ die „modifizierten Ableitungen" des Dreieckes s*. 
Die transformieren sich nach 

(44) S* = c?( 5 t ) 

wie bei den gewdhnlichen Ableitungen j*. Dabei ist 

(45) D“ f = (s* E p ) . 

Bildet man wieder die modifizierten Ableitungen von s* , so folgt 

(46) tf = dfr/dt-B>'A fX £, 
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und so bekommt man 

( 47 ) f = d(tr 

und kann bis zu beliebig hohen modifizierten Ableitungen aufsteigen, 
und das Problem, die samtlichen Invarianten der 

( 48 ) x # , t, i a , ... 

zu bestimmen, ist Equivalent mit der einfacheren der Bestimmungen 
der Invarianten der 

( 49 ) f, f, f 

Geben wir drei Punkte 

( 50 ) f [a = I, H, III] 

in R, nnd einen Punkt 5 auf der Ebene f vor, so erhalten wir den 
Strahlenbiischel 3 , der mit den Strahlen 3 f, 35”, 3 gebildet wird. 

Weiter nehmen wir vier Punkte 3 , im R 3 ; wir erhalten den 

* 

Strahlenbiischel 3 , also gibt es ganau vier Mdbiustransformationen des 

J Jjc 5J* 

R 3 -Raumes, die die Figur (3?“} in die Figur {55c*} iiberfuhren. 
Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit 05 . 

Man kann untersuchen m Ecken im R N wie oben. 


( 10 ) 


Im folgenden mdchten wir 
(A) j = 6-(fy)7, (f-?/ = l 
behandeln 05 . 

( A) Ist 5 der Beriihrungspunkt von zwei Kreisen c und y , so 

folgt 

( 1 ) S = c - (fy) rj . 

(1) NAKAZIMA, S.: Differentialgeo. der Hyperboloidscharen, Zyklidenscharen und 
Kurvenpaaren, Tdhoku Math. Journ. 31 (1929), S. 237 und S. 248. 

(2) THOMSEN, G* : ttber konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ., IV Bd., S. 122. 
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1 st ein Kreis 5 auf £ senkrecht, so gilt 

(2) (£s) = 0. 

Aus ( 1 ), (2) folgt 

(3) (S8)=-(^)(S9), 

d. h. 

(4) (ss) 2 = l. 

Dies ist eine geometrische Deutung von ( 4 ). 

Wenn 5 und £ einander beruhren, so folgt 

(5) (sa) = 1 - (£ 

Oder 

( 6 ) (S s) a = 2 — 2 (£ 7) (5 7) . 

Aus (6) sieht man, dasz £ auf 3 liegt, wenn 

( 7 j (£*)(a?) = i. 

Wenn 

(8) (£9)(7 8)=-l. 

so liegt £ auf 3 nicht. 

(B) Wenn ein Kreis t) £ und sj beruhrt, so folgt 

(1) = (w) = 1 ; 

danach ergibt sich aus (A) und ( 1 ) 

( 2 ) (») = 1 -(£*), 

so gilt (e*j) = 0, wenn (£7) = 1 > d. h. £ auf 9 liegt. 

Wenn (£7) = — 1 , so folgt 

(3) (») = 2, 

d. h. £ liegt auf b nicht. 

Also kann man wissen, dasz 

( 4 ) (£?)=1 

die Bedingung dafiir ist, dasz £ und 7 innen einander beruhren. 
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( 5 ) (£?) = - 1 

ist die Bedingung dafiir, dasz £ und rj auszen einander beruhren. 

(C) Wenn 

. ( 1 ) S = c - (£)y) t) 

und 

(2) S = S -(?£)£ 
gelten, so folgt 

(3) Oder (£ j) = - 1 . 

(D) Bestehen 

m = 1, (?5) = 1, (87)=-l 

in (A), so folgt 

to) = (Aj) - (&t) Ow) = 1 + (^) = 2 . 

(E) Wenn 

( 1 ) co 5 ? [*' = 1, 2, -.] 

» 

anstatt fj in (A) gelten, so folgt 

(2) s = £ - (6 otf) to?. [* = 1,2,...], 

daraus ergibt sich- 

( 3 ) (£ c,)?) (s (o’?) = (£ «tf) (5 ®9) = ••• . 

(F) Wir betrachten n Kreise (t # , die den Punkt s in (A) hin- 
durcbgehen. Es gelten 

( 1 ) (S (o'?) = (? (o'?) ~ (Zy) (9 (o'?) = o , 
woraus sich ergibt 

( 2 ) (£ (o'?) = (£7) (9 co9). [* = 1, 2 «] . 

Aus (2) kann man wissen, dasz 

(3) 9_L<o9, 


wenn 
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(4) ejLci*. 

Weiter gelten 

(5) £_u>t>. 

wenn 

( 6 ) 7) 1. w \) . 

Aus (2) folgen 

(7) ±1//T = (*«*), 

daraus sieht man, dasz der Winkel zwischen C o\? und q a/4 oder 3"/4 
gleich ist. 

Im allgemeinen gelten 

± cos 0 cos <p , 

wo 0 der Winkel zwischen £ und (0 t) , <i> der zwischen q und ist. 
(G) Wir betrachten 

( 1 ) £ = £ - (£7 ) jj 

und 

( 2 ) q = Z-(Zq)q, 

wo j, £ die Punkte und £, £, q die Kreise in R 3 sind. 

Aus (1), (2) folgt 

(3) {£-£} - {£ 7 - *7). 
wo e=s±l,e=±l sind. 

Aus (3) kann man die Lange zwischen zwei Punkten £ und £ 
finden. 

Aus (1), (2) eagibt sich 

( 4 ) ./* = (££)=(££)- (£7) (£ i ) - (£ 9) (£ 7) 

+ (?y)C?~y)(yy), 

wo / die Lange zwischen zwei Punkten £ und £ ist. 

Wenn 
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Sozi Matumi'ka 


< 5 ) : , 

Kelten, so folgt aus ( 4 ) 


( (’) ) 

f- - - - ! it , ) ( ) - (c--5)(c 

(leht der 

Kreis vj den I’unkt x; in (1 ) hindurch, so entsteht 

( 7) 


wo ,,J [/ -- 1,2!,..., n Kivisc wic in 7 in < 1 sind. 

Aus ( 7 ) kann man wisscn. clasz 

« « ) 

L 5 , 

wenn 


( <)) 

( ; 4 • 

( II ) Wir behandeln 

< i ) 

v ( C r, ) /j , ( -f /y » s ■- 1 

und 


i 2 ) 

V -- - ( c ) t, , ( c / — 1 ; 

aus ( 1 ) und 

( 2 ) folgt : 


/(■?!}) 

( ;? ) 

] —1 — 2 (x;-;) 


' 

daraus wird hergeleilet 

(4 ) 

-- 1 ■ 

Wenn 


( 5 ) 

— C - (^)yj 
\ = ? ■ ■ ( C /y ) 5? 

Kilt, so folgt 

aus (5) 

(6) 

c -- (f-jl - C “ fc^)3J 


oder 
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TWO SPECIES OF TRACHYDOMIA ” FROM JAPAN 


Ichiro Hayasaka 


Witli Plate I. 


(Accepted for publication, January 27, 1938 j 


Among the many specimens of the Japanese Palaeozoic gastropods 
in my collection there are two species of Trachydomia, a neritid 
genus characterized by the revolving rows of pustules on the shoulder 
of the whorls. Both the species are Permian in age, as is evidenced 
by the accompanying fusulinid foraminifers and other fossils. 

One of the two species occurs in the Fusulina - limestone of Kin- 
syozan, Gihu Prefecture. This limestone has yielded various kinds 
of fossils very abundantly. There are more than a dozen species of 
gastropods, including many very well-preserved specimens. 

Another species comes from the Fusulina - limestone consisting 
of Permian formation of the southern part (Miyagi Prefecture) of the 
Kitakami Mountains in the northeastern part of the Main Island of 
Japan. Fossils are abundant also in certain parts of this region, 
though gastropods have not as yet been described from there. 

This paper intends to describe these two species of T rachydomia. 
Other genera and species are left for other papers to follow. The 
species from Gihu Prefecture is T. magna which is new to science, 
and the other from Miyagi Prefecture is a species which seems to 
be very closely allied to T. nodulosum Wortiien. The former is a 
very large species. It is found in a black bituminous horizon of the 

1) A few years ago KNIGHT proposed to spell the generic name Trachydoma , instead 
of Trachydomia as was originally spelt, and described several North American 
species under the new name (Jour. Paleontol. VII, 4, p. 363, 1933 . Because of 
the priority of nomenclature, however, he subsequently withdrew his suggestion 
of emendation (The same Jour. X, 6, p. 531, 1936;. 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. XXII, 
No. 1, March, 1937.] 
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Fusulina-timestone succession of Kinsyozan, which contains several 
enormous forms of molluscs, as I have mentioned in my paper on 
the peculiar brachiopod fauna of Central Japan. 1 ’ Several gastropods 
and a few pelecypods are indeed really unusually, gigantic. Among 
the gastropods Murchisonia, Pleurotomaria, Bellerophon, Naticopsis 
and a few other genera are recognized, and the description of some 
of them has been prepared for some time. Whatever theory adopted, 
the occurrence of enormous forms of some species of molluscs and 
brachiopods in a bituminous limestone appears to be a phenomenon 
which is quite universal. Perhaps the “ anthracolithic fauna” of 
Balia Maaden in Asia Minor, described by Julius Enderle, 2 ' contain- 
ing such large forms as Pleurotomaria ? Anatolia, Murchisonia Stachei, 
Naticopsis Arthaberi and Enialis Herculea may afford another example 
of this correlation. A more detailed consideration of this problem 
will be attempted in a future occasion when describing the rest of 
the species of the Kinsybzan gastropods. 


Trachydomia magna, nov. sp. 

Plate I , Figs. 1 and 2. 

Shell thick, large and sub-trochiform, with large and strongly 
projecting pustules arranged in revolving rows on the whorls. Spire 
moderately low, and the base anomphalous, being covered for half 
the total area by the umbilical callus. Volutions rapidly increase in 
size, and sutures are not well marked, whorls being more or less 
strongly adpressed against the preceding. Aperture somewhat oval: 
peristome continuous and entire, with only a vestigial posterior canal. 
Outer lip even, inflected along the anterior margin ; inside, a short 
but distinct groove is developed along the front .margin. Inner or 

X) HAYASAKA On the Up Carb. Brach. Fauna from the Nabeyama Region, etc. 
This Memoir vol. VI, No. 2, p. 15-17. 

2) EndkRLB:— U eber eine anthracoiithische Fauna von Balia Maaden in Kieinasien. 
Beitr. a. Palaontologie u. Geologic Oesterrich-Ungar ns und dea Orients, Bd. Xm 
(1901). 
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coluraellar lip straight and smooth, formed by callus which covers 
an area equaling that occupied by the aperture : a depression indi- 
cates the position of the obliterated umbilicus. 

Three revolving rows of pustules on the side of the body whorl, 
oblique to the outer margin of the peristome. Pustules in the upper- 
most row are the largest and the most projecting. On the penultimate 
and earlier whorls only two rows are exposed. Pustules very rapidly 
decrease in size toward the apex. Basal surface ornamented with 
spirally arranged series of much smaller and lower pustules : these 
rows of pustules are oblique to the revolving rows and almost per- 
pendicular to the anterior margin of the peristome : 9 or 10 spiral 
rows are found in the non-callous area, increasing in number by 
means of interpolation corresponding to the enlargement of the basal 
area. 

Surface of the shell covered with a thin layer of a calcareous 
substance which forms strongly imbricating scaly lamellae, though 
often worn away in some specimens as well as at a part or parts of 
a specimen. 

Dimensions : This species is represented in my collection by 14 
specimens, of which 12 are quite well preserved and allow measure- 
ments, although the nuclear part of the whorls is not always complete 
owing to friability. 


Specimen No. 

No. of whorls 

Height (mm) 

Width (mm) 

Pleural Angie 

1 

5.5-6 

66 1) 

67 

120° 

2 

5.5-6 

672) 

67 

ca. 120* 

3 

5.5-6 

633) 

65 

?♦> 

4 

5.5—6 

68.5 

61 

92° ± 

5 

5 

585) 

48+ 

85° 

6 

5.5 

56 . 

ca. 5O 0 ) 

98° ±7) 

7 

5 

47 

53 

110° ± 

8 

5tf) 

42.5 

50 

ca. 110° 

9 

5 

49 

45 

ca. 108® 

10 

5-5.5 

53.5 

ca. 496) 

97* 

11 

5 (?) 

ca. 55 

54 

110* 

12 

5.5 

42 

426) 

1Q3 8 ± 


1) Lost nuclear part is assumed to measure ca. 3 mm. 

2) ff >. »» n w » n ca. 3 mm. 

3) Lost nuclear portion restored. 

4) More or less deformed. 

5) Anterior lip broken open, and consequently looks unusually high. 

6) Restored. 

7) Exceptionally convex laterally. 
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Remarks: As far as my knowledge reaches the species here 
described may be an exceptionally large representative of the genus 
Trachydomia. In this species the important features of the genus 
are very well recognized. On examining the specimens I have received 
the impression as if there were two types in this species, more or 
less differing from each other in regard to the form of the shells. 
One of the two types or forms comprizes specimens that are higher 
than wide, namely, specimens Nos. 4, 5, 6, 9 and 10. To the other 
type specimens Nos. 1, 2, 3, 7, 8 and 11 are considered to belong: 
they are wider than high. To decide the matter, however, many 
more specimens will have to be examined. 

In point of possessing rather few large pustules arranged in re- 
volving or spiral rows the present species appears to be quite closely 
allied to Trachydomia moorei Knight 1 ’ : these two species may well 
be regarded as belonging to the same group or type of the genus. 
T. magna differs, however, from T. moorei in that (1) the pleural 
angle is much larger (it is about 80° ± in the North American species); 
(2) the pustules are so much more prominent, that they may be called 
spines ; and (3) the size of the shell is extraordinarily large. The 
latter two features seem to characterize the senile or phylo-gerontic 
state. 

Locality and Horizon : All the specimens occurred in one and 
the same black, bituminous limestone bed in the succession of the 
Fusulina-limestones forming the famous hill of Kinsyozan, Akasaka- 
mati, Gihu Prefecture (Province of Mino). This black bituminous 
zone is wonderfully rich in fossils of molluscs, brachiopods, corals 
and others, beside the Neoschwagerina group of foraminifers. 

In spite of the fusulinid foraminifers of this locality having been 
studied repeatedly by several palaeontologists, other groups of the 
fossils that occur abundantly had been neglected for a long time until 
1925 when the lamellibranchs and scaphopods were described by me. 2 ' 

1) J. Brooks KNIGHT: - op. cit., p 390, pi. 46, fig. 1. 

2) I. HAYASAKA:— On Some Paleoc. Molluscs of Japan, I. Lamellibranchiata and 

Scaphopoda. Sci. Rep. T6hoku Imp. Univ., H ser. (Geology), VIII, 2, 1925. In 

hits paper S species are described. 
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Brachiopods were described subsequently . 11 As to the gastropods, the 
study of them has been suspended for years. 

The gastropod faunule of Akasaka, being characterized by a great 
number of extraordinarily large forms, seems to have deeply impressed 
the geologists of older times. Thus, Gottsche 21 mentioned in his 
letter to Roemer, Pleurotomaria, ? Murchisonia, Bellerophon aff. hiul- 
cus Sow. beside fusulinid and other foraminifer genera, corals and 
echinoderm fragments. Subsequently, various generic names appeared 
in various geological reports, to occur, namely, Loxonema, Naticopsis 
and others beside those mentioned by Gottsche. It seems there is 
a great number of specimens of this locality, not only of gastropods 
but also of other groups that are distributed among schools and 
other institutions, all without palaeontological determination. What 
I possess of the Akasaka specimens is only a very small fraction of 
what has hitherto been yielded by the beds : many of them were 
presented to me by Prof. T. Wakimizu who had chances of collecting 
Akasaka fossils a long time ago. It is now almost impossible to find 
well preserved specimens in the locality. 

The occurrence of Neoschwagerina group decides its geological 
age : this part of the limestone sequence forming Kinsyozan is Lower 
Permian, according, among others, to Ozawa's thorough stratigraphical 
studies of the Fusulina -limestone forming the hill of Kinsyozan . 31 


1) I. HAYASAKA :—On Lyttonia and other Brachiopods from Kinsyozan (in Japanese). 

. . Jour. Geol. Soc. Tokyo, XXXII, 1925. (bupplemented in the same Journal, XXXIII, 
1926.) In this note Reticularia lineata , R. Waageni, R. cf. inequilateralis, Terebra 1 
tuloidea (?) sp. are mentioned from this black limestone. 

HAYASAKA: - On three Brachiapod Species of the Subfamily Orthotetinae in the 
Fusulina-Limtston of Kinsyozan, etc, Mem. Fac. Sci. & Agr. f Taihoku Imp. 
Univ., vol. IV, No. 1, 1932. ' 

.2) GOTTSCHE : — Ueber japanisches Carbon. Zeitschr. d. deutsch. geol. Gesel., XXXVI, 
p. 653, 1884. 

*3) OZAWA: -Stratigraphical Studies of the Fusulina- Limestone of Akasaka, Prov. 
Mino. Jour. Fac. Science, Imp. Univ. Tokyd, Section II, vol. II, pt. 3, 1927. 
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Trachydomia cfr. nodulosum Worthen 


Plate I, Fig. 3. 

1933. Trachydomia nodulosum , KNIGHT: The Gastropods of the St. Louis, Missouri, 
Pennsylvanian Outlier: VI. The Neritidae Jour, of Paleontology, VII, p. 389, 
pi. 46, fig. 3. 

Trachydomia nodulosum Worthen of the North American Penn- 
sylvanian Formation was re-described by Knight in his recent work 
cited above. He emphasizes, as the most important characteristic of 
this medium-sized species, the “ strong tendency ” of “ rather sharply 
defined pustules” to arrange themselves in revolving rows. This 
tendency is somewhat more distinct in the specimen at hand. It was 
discovered a long time ago, with several molluscan and other fossils, 
in the FwsM/ma-limestone of the Kitakami Mountains, close to the 
town of Maiya, Miyagi Prefecture. The only specimen I have has 
its basal portion broken off, and consequently the another important 
characteristic of T. nodulosum , i. e., “ the form of the anterior colu- 
mellar ‘portion of the aperture,” is obscured. The size of the shell 
is not so large as that of the American species. 

The outline of the shell is typically littoriniform, with at least 6 
volutions, the spire being rather high and attenuating— somewhat 
higher than in T. nodulosum. The measurements are : height, ca. 
10 mm. ; width, ca. 9.5 mm. ; pleural angle, ca. 95’. The nuclear shell 
is preserved ; it appears to be smooth on the surface. The whorls 
are convex, and very rapidly increase in size ; their upper edge is 
quite strongly adpressed against the next above, forming an unoma- 
mented revolving area or zone just below the suture which is not 
very deep. 

The nuclear part of the spire is, as said above, free from sculp- 
ture. The nodes or pustules are recognized as such first in the third 
volution, the revolving arrangement being predicted there already. 
On the outer surface of the partly broken body whorl there are six 
rows of pustules. On the basal surface the rows are about five. 



IchirQ Hayasaka 


7 


During my journey abroad, 1936-1937, I enjoyed the privilege of 
carefully scrutinizing Dr. Knight’s original material of North American 
Carboniferous Gastropods preserved in the Peabody Museum. For 
this I am very deeply indebted to Prof. Dunbar to whom I wish to 
express my thanks. As far as the characters observed of the speci- 
men at hand as well as of those of North American species are 
concerned, it is hardly possible to distinguish one from the other. 
Had I a few more and especially well preserved specimens from the 
Kitakami locality, the identity of the two might be concluded. 

Locality and Horizon:— Maiya-mati, Toyama-gun, Miyagi Pre- 
fecture (Western border of the Kitakami Mountain) ; in the Fusulina- 
limestone. There are many fossils washed out on the weathered 
surface of the limestone: Mizzia, Michelinia ( Michelinopora ) multita- 
bulata Yabe and Hayasaka, several other minute gastropods, etc. All 
the fossils are, however, rather poorly preserved and are hardly 
accessible to palaeontologist. The geological age is regarded as being 
Lower Permian. 


APPENDIX: 

ON THE OTHER ASIATIC SPECIES OF TRACHYDOMIA. 

In one of the recent numbers of Palaeontologia Sinica Mr. T. H. 
Yin described a species of Trachydomia from the Penchi Series (Up- 
per Carboniferous) of the Province, of Kansu, China. Trachydomia 
verrucosa Yin,” as the species is called, is described as being " closely 
related to Trachydomia wheeleri Swallow of North America (and 
southern Russia. . . .) but easily distinguishable by finer and much 
more numerous verrucosities.” Trachydomia wheeleri, however, is 
“ a species that was never figured by its author.* ” Knight insists 

1) YIN Gastropoda of the Penchi and Taiyuan Series of N. China. Pal. Sinica, 

ser. B, XL, fasc. 2, p. 26, pi. Ill, figs. 8-11, 1932. 

2) KNIGHT: -op. cit., p, 368, 1933. 
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upon discarding the name “ wheeleri ” as representing a definite 
species of the genus “ until it can be made useful by description and 
re-illustration from topotype material.” Among the North American 
species described by Knight, the most closely allied to the Chinese 
one is T. sayeri, though the two may not be identical. In point of deve- 
loping very numerous pustules that are quite regularly arranged in 
a quincunxial pattern, and of low spire, they are indistinguishable. 
The American species is Pennsylvanian in age. 

Two species of Trachydomia have hitherto been reported as 
occurring in French Indo-China. T. Dussaulti Mansuy was described 
in 1913. 1) 2 3 Mansuy states that his species is very much like T. 
wheeleri Swallow, especially in point of shell ornamentation. From 
the latter species it differs in that “ son dernier tour est plus renfle, 
arrondi, non subanguleaux ; par centre, l’ouverture est moin dilatee.” 
In this case also, the southern Russian fossil seem to have been taken 
into consideration for comparison. Judging from the descriptions and 
pictures the species of Mansuy and T. verrucosa are very much alike. 

Another Indochinese species is T. Deprati Mansuy of which the 
description was published in 1914. 2 ’ Mansuy recognized its very 
close affinity with T. nodosa M. & W. and especially with its variety 
hollidayi M. & W. The resemblance between T. Deprati and T. 
nodosa v as is understood in a general way, is really very great. 
According to Knight, T. hollidayi is synonymous with T. nodosa. 
The holotype of T. hollidayi is pictured by Knight in his monogragh. 
According to the illustration T. nodosa looks much more like T. 
Deprati than T. hollidayi. 


1) MANSUY :— Faunes des Calc, a Productus de Flndochine, I. s6r. M6m. du Serv. 

G6ol. de l’lndochine, vol. II, fasc. IV, p. 101, pi. XI, fig. 5, 1913. * 

2) MANSUY:— Faunes des Calc, a Productus de l'lndochine, II. sj§r. M6m. du Serv. 

G£ol. de Tlndochine, vol. Ill, fasc. III., p. 44, pi. IV, fig. 14, 1914. 

3) KNIGHT:-#, cit. (1913), p. 383, pi. 4$, figs. 2a-i. The specific name should be 

“ nodosa ” instead of "nodosum,” (see KNIGHT : -Jour. Paleont vol. X, 6, p. 533 
1936.) 



PLATE I. 



Explanation of Plate 1 


Figs. 1 and 2. Trachydomia magna , nov. sp. (Natural size.) 
a, front view ; b, apical view ; c, basal view. 

1. Specimen No. 1. (A wider type.) 

2. Specimen No. 2. (A higher type.) Apical and basal views 

are slightly oblique. 


Fig. 3. Trachydomia cfr. nodulosum Worthen. (3 times natural size.) 
a, front view ; b, apical view. 
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On the Occourrence of Eocene Foraminifera 
in the Neighbourhood of Besleo, Timor. 

(With 2 Text-figures and Platt- II. 

Ichiro IIayasaka 

and 

Kazuhiko Tsihzaki 

Accepted for publication, Dec. 6, 1938.! 


During the summer of the year 1929 the senior author had an 
opportunity to visit the western, Dutch part of the island of Timor 
for a short time. A number of fossils, chiefly Permian and Triassic, 
were collected by him at various localities in the Haoen and Niki-Niki 
regions. This note is intended to record the discovery of a few 
Eocene foraminifers that were made by him in the heaps of the 
Permian fossils at and in the neighbourhood of Besleo in the Niki-Niki 
region. 

The occurrence of Eocene foraminifers on the island of 'Timor had 
been known for guile a long time before the publication of the 
monographic work of IIknkici 1 ' in 1924. A number of localities of 
Eocene and Miocene larger foraminifers discovered by various scien- 
tists are mentioned in it, of which the following three are the places 
that seem to be situated more or less near those whence our material 
originated. 

Loc. No. 2><S. The road from Niki-Niki to Noil Tefu, beyond Noil 
Eatu (Coll. MoiKNc.KA.v-r). 

Loc. No. 29. Uwaki, between Onektssi and Toi, ca. Ef. hours’ 
distance to the south of Toi (Coil. Wannkk). 

Loc. No. 40. Eatu Aoen, on the right side of the Noil Bunu, 
ca. 10km. east of Niki-Niki (Coll. Wanmckc 

1 It. HKNRICI: Foruminilcren aus drill Kozin und Altmiozan von Timor Palau- 

on tographic a, Supplement-Hand IV, IV Ahl. 1 Lfg. lP3L 
[Mem. of the Fac. of Sei. and Agr.. Taihoku Imp. l-nic., Formosa, V r ol. XXII, No. 12, 

March, im] 
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O Localities of Permian fossils 
% + Localities of Triassic cephalopoda 

O Localities of Cretaceous deep-sea clay 
Fig. 1. 

Neighbourhood of Besleo, a part of the map of BURCK, 1923, reduced. 
(Scale 1:31,250) 


The present material consists of a single specimen of a medium 
sized Camerinc which was found among numberless specimens of 
various brachiopods and other Permian fossils on the eastward slope 
of Besleo 1° and a small, irregular fragment of a pale gray Fasciolites - 
limestone measuring about 10 x 5 x 5 cm. which was discovered at 
Fatoe Pisa, about 2 km. to the north of the former locality, on the 

1) For this and the following locality names, see the map 4 (Niki-Niki) annexed to 
D. M. BURCK:— Overiicht van de onderzoeldngen de 2e Nederlandsche Timor- 
Expeditie (Jaarb. v, h. Mijnwezen in Nederlandsch Oost-Indie, Jaarg, 1920), 
1923. A part of this map is reproduced in the present paper (Text-fig. 1.) A 
sketch map of this region is also given by J. WANNER in his “ Das Alter der 
permischen Besleo-Schichten von Timor." (Centralbl f. Min, etc, Abt. B, No, 
10, p. 544-545, 1931) in which Fatoe Pisa is spelt more phonetically Fatu Pisah. 
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left side of the Noil 
Bunu (or Boenoe), 
also among Permian 
species, washed out 
on the ground. Efforts 
to search for further 
material at these 
localities, as well as at 
several other places 
in the region around 
Niki-Niki, were not 
successful, however. 

Not having any 
detailed map of the 
region it is not very 
easy to locate the 
three localities of IIenrici’s material mentioned above, but, judging 
from the explanations, it seems quite certain that none of them 
coincide with either of the two localities under consideration in the 
present paper. Supposing for the present that these fossils were not 
allochtonous, their occurrence seem to deserve mention as supplement- 
ing the records made known up to present. These occurrences may 
be explained in various ways, but it should be borne in mind that the 
very complicated geological structure of the region,— which, at a cer- 
tain place in the neighbourhood of Belseo, causes the exposure, within 
the area of Permian fossils, of the Cretaceous manganiferous beds 
with abundant shark teeth 15 — could have effected the very irregular 
distribution also of Eocene deposits. 

The following are the fossils described in this paper: 

1. Fasciolites timorensis (Verbeek) 

2. Fasciolites wichmanni (Rutten) 


1) L. F. dc BEAUFORT:— On a Collection of up. Cret Teeth and other Vertebrate 
Remains from a Deep Sea Deposit in the Island of Timor. Jaarb. v. h. Mijnw. 
Jaarg. 20, pp. 61-70, 1923. 



Fig. 2. 

The block of Fasciolites - limestone under 
consideration, natural size. 
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3. Camerina cfr. perforata (Montfort), “A” and “ B ” 
types of Henrici. 

A few other forms, beside smaller kinds like Miliolidae, are 
represented in thin slides, but oriented sections not being available, 
their specific determination is hardly possible. 


Fasciolites timorensis (Verb.) 

PI. II, Figs. 1-3. 

1896. Alveolina timoreme, VERBEEK ea FENNEMA : - Geologische Beschrijving van 
Java en Madoera, Vol. II> p. 1094, pi. II, fig. 39. 

1912. Alveolina javana, DOUVILLfc Les foraminif&res de Hsle de Nias. Sammlung. d. 

geol. Reichs-Mus. in Leiden, 8, p. 266, pi. 19, fig. 13. 

1932. F. ovicula, BAKX:— De genera Fasciolites en Neoalveolina in het Indo-Pacifische 
Gebied. Verhandl. geol.-mijnbouwk. Genoots. Nederl. en Kolonien, IX, p.225, pi. 
II, fig. 11-14. 

1934. Fasciolites ovicula , CAUDRI (pars) Tertiary Deposits of Soemba, p. 121, pi. IV, 
fig. 1, 2. 

1934. Fasciolites timorensis, HENRICI: — Foraminiferen aus dem Eozan u. Altmiozan 
von Timor. Palaontographica, Supplement- Band IV, IV Abt., 1 Lfg., p. 37, pi. 
II, %. 15; pi. Ill, fig. 2. 

Shell ellipsoidal, with ends somewhat bluntly rounded in some 
examples. In adult specimens the larger diameter measures 7.1 mm. 
and the smaller one, 4.5 mm.; form ratio thus being 1.48:1. In the 
two meridional sections, the larger diameters are 5.84 mm. and 5.86 
mm. and the smaller ones 3.4 mm. and 3.75 mm. ; the ratio in these 
cases being 1 : 0.63 and 1 : 0.69, respectively. 

Surface rather widely furrowed from pole to pole, but owing to 
the weathered condition further details are not observable. 

Initial chamber about 150-200 /i in diameter, surrounded by two 
or three closely coiled whorls. Revolving wall from 3rd or 4th to 5th 
or 6th volutions rapidly increases in thickness, being almost four times 
thicker than that of other volutions, thus showing the typical Flosculina- 
like plan of structure. Volutions are over twenty in the adult stage. 
Measurements in meridional section are as follows: 
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Longer diameter (in mm.) j 0.50 1.00 1.20 1.30 1.50 2.00 

Number of whorls | 3 5 6 7 9 12 + 

Semissodistant radii (in /*) are the following ; 

i. along longer axis 

23-60, 105-135, 390-435, 630-675, 990-1050, 1245-1350, 1500-1590, 
1725-1825, 1860-1950, 2070 -2145, 2250-2350, 2430-2505,2580-2685 

ii. along shorter axis 

15-40, 75-113, 308-353, 555-585, 750-795, 930-990, 1065-1110 
1145-1200, 1253-1335, 1359-1485, 1530-1575, 1665-1725 

Remarks : -In the recent work of Caudri quoted above, Alveolina 
javana Douvill£ (non Verbeek) is included in Fasciolites ovicula 
(Nuttall), which, according to Henrici, is synonymous with F. timoren- 
sis. F. ovicula was re-described by Bakx , 15 who mentions Alv. javana 
Douvill£ in the synonymy. On the other hand, Henrici is of opinion 
that Bakx’s F. ovicula is identical with F. timorensis of his definition. 

Bakx who first believed in the identity of Alveolina timorense 
Verbeek and Fasciolites oblonga (d’ORBiGNY)' 5 seems to have abandoned 
the idea because of the differences between them subsequently re- 
cognized to exist.’ 5 Henrici recognizes them as distinct species. 

Thus, the specific identity of F. timorensis and F. ovicula is 
suggested theoretically. In discussing the species F. ovicula, Caudri 
recognizes the very distint differrence in the size of the initial chambers 
of the Soemba specimens and those of the original Indian specimens 
of Nuttall, the former being much larger than the latter (see Caudri, 
p. 129). In this respect, at least, the specimens from Soemba are 
really very much like F. timorensis from Timor, including the few 
specimens Hayasaka obtaiined in the Niki-Niki region. 

Having only very scanty material the present writers can not 
extend their discussion any farther on the affinities and differences of 

1) L. A. J. BAKX:— oA cit. 

2) BAKX-.- op. cit. p. 218. 

;s) CAXnm-.-qp. n’t., foot-note, p. 132. 
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this interesting but difficult kind of fossil. According to Caudri 
there are, in her numerous specimens, various forms showing charac- 
teristics transitional between different species. It seems that there 
are in Soemba a few forms that are in some respects quite like F. 
timorensis, though F. timorensis itself is not mentioned in Caudri’s 
memoir. 

The specimens at the disposal of the present authors are in general 
quite similar to F. timorensis illustrated by Henrici, although the 
former appear to be somewhat less elongate than the latter. The 
floor of the later whorls in the present specimens does not so suddenly 
decrease in height in the polar regions as in those of Henrici : the 
maximum thickness of the floor is also thicker in the former than in 
the latter. The present specimens show some affinity to F- ovicula of 
Bakx. All the specimens at hand are of the flosculine type, though 
there is one incomplete and random section found in one of the thin 
slides which seems to show a non-flosculine type. 

F. timorensis is the most predominant of the Eocene foraminifers 
preserved in the limestone block obtained in Besleo. 


Fasciolites wichmanni (Rutten) 

PI. II, Fig. 4. 

1914. Alveolina wichmanni , RUTTEN:— Foraminifera-fuhrende Gesteine. Nova Guinea, 
VI, p. 45, pi. IX, fig. 1, 2. 

1914. Alveolina wichmanni , RUTTEN : - Studien uber Foraminiferen aus Ost-A9ien. 
Samml. d. geol. Reichs-Mus. Leiden (1 ser.), vol. IX, p. 315, pi. XXVI, figs. 3, 4; 
pi. XXVII, fig. 2. 

1918. Alveolina wichmanni , NEWTON:— For aminiferal and Nullipore Structures in 
some Tert Limest. from New-Guinea. Geol. Mag. dec. VI, vol. V, p. 207, pi. 

VIII, figs. 1-6. 

1932. Fasciolites wichmanni , BAKX De genera Fasciolites en Neoalveolina in het Indo* 
Pacifische Gebied. Verhandl. Geol.-Mijnbouwk. Genoots. Nederl. en KoloniSn, 

IX, p. 234, pi. IV. figs. 26-28. 

1934. Fasciolites wichmanni, CAUDRI Tertiary Deposits of Soemba, p. 132, pi. IV, 
figs. 7, 8. 

1934. Fasciolites wichmanni , HENRICI:— Foram. aus dem Eoz an und Altmiozan von 
Timor. Palaeontographica, Supplement-Bd. IV, IV Abt., 1 Lfg., p. 42, pi. Ill, 
fv& fi* 

A iew specimens axe recognized to occur in thin slides, but, being 
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quite rare, it is very difficult to prepare an oriented and central 
section of a specimen. However, this small species has a peculiar 
slender form in typical specimens, and is rather easily recognizable. 

One of the specimens at hand is 2.75 mm. long and 0.60 mm. 
across, as is measured in a sagittal section. The inner structure, 
though not very well observed, coincides with that shown by the 
previous authors referred to above. 


Camerina cfr. perforata Montfort 0 (A-Form) 

PI. II, Figs. 5-9. 

A small, megasphaeric form of a Camerina seems to be of quite 
common occurrence in the Fasciolites - limestone fragment found at 
Fatoe Pisa near Nipol. In the thin slides made from the limestone 
several sections are recognized, a few 'of which cut through the initial 
chamber, if not centrally. 

The test is small and somewhat irregularly lenticular, one speci- 
men picked out of the rock matrix measuring 4.85 mm. and 0.2 mm. 
in diameter and thickness, respectively : the surface ornamentation is 
not recognizable in detail. 

An exactly central section has not been observed, but, in a 
slightly oblique section which is about 6 mm. in diameter and has 
about 5 volutions, the apparent diameter of the initial chamber is 
0.45 mm. the diameters of the first to fifth volutions are 1 mm., 2 mm., 
3 mm., 4 mm. and 5 mm., respectively. Septa are curved backwards. 
It is very difficult to count the number of septa in each whorl, but 
it is obvious that the septa are practically as distant as those in C. 
perforata as is illustrated by Henrici (Fig. 3, pi. I), or in the la form 

1) For Camerina perforata HENRICI’s idea of systematique is followed by the present 
writers. See HENRICI:— Foraminiferen aus dera Eozan und Altmiozsin von 
Timor, p. 21, pi. I, figs. 1-4 and 9 (Supplement-Bd. IV, IV Abt., 1 Lfg., Palae- 
ontographica, (1934). HENRICI reasonably considers Nutnmulites javamu (VER- 
BEEK en FENNEMA Java en Madoera, p. 1096-1100, pi. Ill, figs. 45-57; pi. IV, 
figs. 58-68; pi. V, figs. 09-73; pi. VII, fig. 94) and a part (Form la) of N.bage- 
lensis {ditto, p. 1101, pi. Ill, fig. 74; pi. VI, figs. 76-81; pi. VU, figs. 95-97) as 
synonymous with Camerina perforata. 
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of “ Nummulites bagelensis" of Verbeek and Fennema. 

A minute, stout specimen in one of the thin slides measures 
2.25 mm. in diameter and 1.25 mm. in thickness, resembling the one 
pictured by Verbeek and Fennema. 

All these observations seem to show the very close affinity of 
the present species to the “A-Form” of Camerina perforata of 
Henrici: practically they are identical. Because of a few points 
that are not very clear at present, however, a decision is reserved 
until later. 


Camerina cfr. perforata Montfort (B-Form) 

PI. II, Figs. 8 and 9. 

Here a few lines will be spent on the single specimen of a 
medium -sized Camerina which was obtained by Hayasaka on the 
eastern slope of Besleo I. It is a lenticular shell with somewhat ir- 
regular outline : it is fractured across acentrally, but the two pieces 
are naturally attached. It measures 11 mm. and 4.5 mm. in diameter 
and thickness, respectively. The surface ornamentation consists of 
irregularly S-formed striae, almost radiating from the center on one 
side, while they are somewhat excentric on the other. 

Having only one example at hand the writers hesitate to cut it 
or polish it for further observations. In all probability, however, this 
may be identified with one of those described as Nummulites javanus 
by Verbeek and Fennema (Fig. 56, pi. Ill, for instance). The pictures 
given by Henrici in his paper (Fig. 1 and 2, pi. I) are likely to re- 
present a thicker type of the species, corresponding perhaps to the a 
or /3 variety of the authors. 


There are several' other foraminifers recognized in thin slides. 
There may be a few other forms of the larger foraminifers represented 
by very incomplete, fragmentary pieces of which determination is 
consequently hardly possible. Very minute Fasciolites may be either 
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younger forms of the species above described or forms different from 
them. Of the many smaller foraminifers preserved in the rock there 
are several forms of Milliolidae : besides., textulariform and planis- 
piral kinds are also quite frequent. Fragments of Lithothamnium 
also are not rare. 

.May 20, 193S) 




PLATE II. 



Explanation of Plate II, 


Fig. 1. Fasciolites timorensis (Verb.): a nearly centric longitudinal section. 
(X13.3). 

Fig. 2. Fasciolites timorensis (Verb.): another, a slightly more oblique 
section ( X 14). 

Fig. 3. Fasciolites timorensis (Vfrb.): an almost centric transvers section 
( X 13.2). 

Fig. 4. Fasciolites wichmanni (Rutten) : a slightly excentric, sagittal section 
( X 13.8). 

Fig. 5. Camerina cfr. perforata (Montfort) ( A-Form) : two sagittsl sections 
( X 14.6). 

Fig. 6. Camerina cfr. perforata (Montfort) (A-Form): a slightly oblique 

but centric section (X13.4). 

* 

Fig. 7. Camerina cfr. perforata (Montfort) (A-Form) : almost centric longi- 
tudinal section (X13.7). 

Fig. 8 and 9. Camerina cfr. perforata (Montfort) (B-Form): the only 
specimen in marginal and surface views (natural size). 
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SPIROMPHALUS, a New Gastropod Genus from 
the Permian of Japan. 

(With Plate III.) 

Ichiro Hayasaka 

(Accepted for publication, Dec. 6, 1938) 

Among the many gastroppods from the black, bituminous Neo- 
schwagerina-horizon of the Fusulina-limestone of the well-known 
Kinsyozan, Akasaka-mati, Gihu Prefecture (Province Mino), there 
are a number of small, high-spired, many-whorled forms, practically 
indistinguishable in form, size and sculpture from the fossils called 
Pseudozygopleura by Knight, and especially the sub-genus Parazyga 
However, on examining inner details of shells by cutting them longi- 
tudinally and transversely, a structure which seems to be quite un- 
common is recognized. The basal or the anterior wall of the whorls 
extends inwards toward the center of the narrow, straight, tube -like, 
closed umbilicus, so as to form a spiral shelf or ridge inside : this 
callosity is so wide that the umbilicus is almost closed in each volution. 

Many species of Pseudozygopleura were described by Knight 
from the Pennysylvanian of North America. In none of them the 
development of a hollow, tubular umbilicus is described* 5 : the figures 
of the columellar sections of the genus show this obviously. A few 
of the specimens of Pseudozygopleura from Texas presented to me 
by Prof. Plummer of the University of Texas, when I had the chance 
of meeting him in Austin in 1937, were prepared to examine if there 
is such a spiral shelf inside the umbilicus. Although the specimens 
are not well preserved to show the structural details, there is no 
vestige of the development of the spiral callosity. 

Descriptions of many other gastropods of various geological ages, 

1) J. Brookes KNIGHT:— The Gastropods of the St Louis, Missouri, and Pennsyl- 

vanian Outlier; The PSEUDOZYGOPLEURINAE. Jour. Pal IV, Suppl. 1, 1930. 

2) Ditto, p. 14, fig. 3. 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Vol. XXII, No. 2, 

March, 1939.] 
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as far as available, have been examined, but the spiral shelf does 
not seem to have ever been recognized up to the present. Therefore, 
as long as the existence of this peculiar structural element is not 
found in any of the hitherto known gastropods, the Japanese Permian 
fossil under consideration should be regarded as a new genus. For 
this I propose the name Spiromphalus. If the spiral shelf of Spirom- 
phalus is a really structural element hitherto unknown in gastropods, 
then the very structure may characterize larger systematic units, possib- 
ly a new family. In Loxonematidae, for instance, of which several 
genera are externally very much like the one under consideration, 
the spiral shelf does not develop. 

The specimens being found washed out in the locality of Kinsyo- 
zan, it is hardly possible to expect an individual completely preservsd. 
I have tried to discover specimens with a nuclear shell and a com- 
plete mouth, but have not been successful. Thus, the generic diagnosis 
can not be very comprehensive with respect to the details of the ex- 
ternal features. 


Spiromphalus Hayasaka, nov. gen. 

Small, high-spired, many-whorled gastropod, with transverse ribs 
on the surface of the whorls. Mouth low and narrow. Axis straight 
and hollow, provided with a spiral shelf which is the inward exten- 
sion of the basal or anterior wall of the whorl. 

The columellar or umbilical structure seems to be unique, though 
the inner structure of the Jurassic genus Itieria Cabanetiana d’ORB. 
as reproduced in Koken’s palaeontological manual 0 seems to suggest 
a similar structure in the making. 


In the development of gastropod shell, the umbilicus which in 
the earlier stages is only a flat hollow, gradually becomes deeper and 

1) E. KOKEN.-Die Leitfossilien, p. 139, fig. 124 B, 1S96. 
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narrower owing to the growth of the volution on the basal side. 
M Further departure is accompanied by an increasing height of the 
cone above and narrowing of the base and umbilicus below, until 
ultimately the latter closes. When this stage is attained a section of 
the shell shows that its axis is occupied by a solid column (columella) 
formed by the close contact of the whorls with one another.” 15 Thus 
the fossil genus under consideration may be said to represent a stage 
in the shell development of the gastropod in which the umbilicus has 
initiated the solidification, or the columella-formation. Among the 
specimens at hand, however, stages before or after this do not seem 
to be represented, as far as the specimens internally examined are 
concerned. 


One thing worthy of being mentioned here is the smallness of 
the shells. The largest one does not exceed 1.5 cm. in height. But, 
considering the fact that this genus is found abundantly with the 
very huge forms of Pleurotomaria, Naticqpsis, Bellerophon and others 
among gastropods,* 5 and Solenomorpha elegantissima Hayasaka and 
Myophoria japonica Hayasaka among pelecypods* 5 the present speci- 
mens of Spiromphalus also should be expected as to have more or less 
extraordinarily large forms among the allied species or genera : the 
ordinary forms might not have been recognized anywhere possibly be- 
cause of their smallness. Although the specimens are small, measur- 
ing not quite 15 mm, they are as ? whole larger than those of the 
species of Pseudozygopleura described by Knight. 


1) H. H. SWINNERTON Outlines of Palaeontology, 2 ed., p. 232, 1930. 

2) Several of these gastropods have been described by me : the descriptions will be 

published in a near future. Among them there are such huge specimens as a 
Naticopsis about 9 cm* high, a PUurotomaria 18 cm. high, a Murcfdsania about 
38 cm. high, and the like, including Ttachydotma magna HAYASAKA recently 
described and published in this Mem. XXII, 1, March 1938. 

3) I. HAYASAKA On Some Paleoz. Molluscs of Japan, L Lamellibranchiata and 

Scaphopoda. ScL Rep» T6hoku Imp. Univ. 2 ser. (Geology), VlH, 2, 1925. 



22 


Ichiro Hayasaka 


As to the form and size of fossil organisms various theories have 
been propounded by many scientists. The coarse transverse ribs on 
the whorl surface and the consistence of the morphological features 
in general have to be regarded as the sign of the phylogerontic stage 
of development In a recent book Edgar Dacqu£ very reasonably 
summarized the relation of the size of fossils and their antiquity, 
stating that all the organisms grow larger from their first appearance 
until the climax of their development. 15 Spiromphalus may in all 
probability be considered as a definite genus instead of being a younger 
form of any other species hitherto known. 

Type species Spiromphalus yabei Hayasaka, nov. spec. 


Spiromphalus yabei Hayasaka 
PL III. Figs. 1-9. 

Shell slightly convex and sub-cylindrical, with more than 12 
volutions (probably 15 or more), early volutions being broken off : 
whorls roundedly square in transverse section, the square shape be- 
coming more obvious anteriorly: sutures shallow, but owing to de- 
velopment of coarse and sharp radial or transverse ribs on the whorl 
surface that tend to taper below, sutures appear quite conspicuous. 
Anterior end of the shell rather abruptly attenuates ; base small and 
slightly elongate, with a callous deposition on the inner lip. 

Transverse ribs or costae rather high and narrow, intercalating 
depressed interspaces about twice as broad as the costae : costae dis- 
tinct throughout the height of the whorls, extending from suture line 
to suture line, wider upwards, as stated above, forming a more or 
less club-like appearance. Strictly speaking, these costae lean back 
very slightly, that is, the upper ends are a little backward of the 
lower. In moderate-size specimens there are about 19-20 costae on 
the penultimate whorls that average in diameter about 3.5 mm. No. 
longitudinal or rearing ornamentation is developed. 

1) Edgar DACQU&:— O^^iche Morphologic und Palaeontology, p. 2Q&-2L3, 1935. 
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Umbilicus closed and tube-like provided with a spiral ridge or 
shelf inside, which is the characteristic feature of the genus. 

Three of the more perfect specimens give the following measure- 
ments that represent the general aspect of the species. 

No. 1. No. 2. No. 3. 


Height 13.5 mm. 14 mm. 12 mm. 

Greatest width 3.5 3.8 3.5 

Number of whorls 13 10 8 

Number of costae , Q 9n 1Q 

(penultimate whorl) iy y 

There are specimens somewhat smaller than those mentiond 
here, but the larger ones are rarer. 

In the form and sculpture in general, this species is almost in- 
distinguishable either from Pseudozygopleura ( Parazyga ) macro Knight 0 
or P. (P.) dunbari Knight. 1 2) If the inner structure of the umbilicus 
had not been found to be spirally ridged or shelfed, the Japanese 
species under consideration would have found its place somewhere 
in the neighbourhood of both these American forms. 


Aug. IS, 1938 


1) Knight ‘.—op. at., p. 58, pi. 3, fig. 7. 

2) Knight: -op. at., p. 58, pi. 3, fig. 8. 




PLATE III. 



Explanation of Plate III 


Spiromphalus yabei Hayasaka, g. et s. n. 

(All figures, sketched by Mr. SAKAMOTO, are magnified.) 

Figs. 1-3. Relatively well preserved specimens, showing the many-whorled, 
highly-spired shells ornamented with almost vertical radial or trans- 
verse costae : early volutions are not preserved and the mouth is not 
well represented. 

Figs. 4-7. Longitudinal sections cutting almost through the center of the 
cylindrical and spirally ridged or shelfed umbilicus (4 and 5) and those 
that are not strictly central (6 and 7) : fig. 7 seems to show that the 
spiral ridge is 41 orimental ” ( Abel)' ^ in early volutions : in figs. 4 and 5 
the longitudinal section of the spiral shelf is very distinctly represented. 

Figs. 8 and 9. Two transverse sections, both showing the cut-edge of the 
spiral 3helf: the umbilicus is markedly narrowed by the extension of 
the spiral shelf. 


1) 0. ABEL:— 4, Orimei^|lind Rudimente.” Mitteil. d. Naturwiss. Vereinea an d 
Universitat Wien, Xll Jahrg., Nr. 4-6, p. 79-82, 1914. 
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